MULTIREZULUCIONA ANALIZA

Do sada smo pri analizi signala smatrali da se radi o stacionarnim signalima i za
njihovu analizu koristili Furijeovu transformaciju:

X (0)= Ix(l)ej“”dt,

koja signal predstavlja preko elementarnih prostoperiodi¢nih funkcija, Slika 126.

: Funjeowva

transtormacya

Slika 126. Razlaganje signala na elementarne prostoperiodi¢ne funkcije

Furijeova transformacija daje informaciju o spektralnom sadrzaju signala, ali se tesko
moze zakljuciti o vremenu, odnosno prostoru kod dvodimenzionalnih signala, gdje se koja
od spektralnih koponenti pojavljuje.

ANALIZA NESTACIONARNIH SIGNALA

Posmatrajuci amplitudne spektre signala sa Slike 127(a) 1 Slike 128(a) date na slikama
127(b) 1 128(b) respektivno, jasno je da razliciti signali imaju jednak amplitudni spektar.
Oba signala sadrZe prostoperiodi¢ne komponente istih ucestanosti, samo se one pojavljuju u
razli¢itim vremenskim trenucima. Furijeova transformacija nije dovoljna za opis
nestacionarnih signala kod kojih se spektar mijenja u toku vremena, kakav je npr. signal sa
Slike 128(a).
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Slika 128. (a) Nestacionarni signal i (b) njegov amplitudni spektar
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KRATKOTRAJNA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA

Da bi se prevaziSao problem analize nestacionarnih signala uvodi se kratkotrajna
Furijeova transformacija (Short Time Fourier Transform - STFT), definisana sa:

STFT(7,0) = J.x(t)h* (t—1)e/™dt.

Ideja se satoji u tome da se signal posmatra kroz prozor fiksne Sirine, Slika 129, te se
odreduje spektar dijela signala koji se “vidi” kroz taj prozor. Pri tome se smatra da je u
intervalu odredenom Sirinom prozora signal stacionaran. Uvodi se pojam lokalne
frekvencije, tj. posmatraju se spektralne komponente u odredenom intervalu vremena. Ova
notacija je slicna notaciji koja se koristi u muzici, notama se prikazuju frekvencije koje se
sviraju u odredenom vremenskom intervalu.

Kratkotrajna” Furijeova transformacija djeluje na jedan dio nestacionarnog signala koji
mozemo smatrati stacionarnim, a koji se vidi kroz prozor konac¢nog trajanja pomjeren u
odredeni trenutak. Tako dobijamo predstavu u ravni vrijeme-frekvencija, Slika 130.
Parametar frekvencija je sli¢an frekvenciji kod Furijeove transformacije. Kratkotrajna
Furijeova transformacija zavisi od oblika prozora.

Rezolucija u vremenu i frekvenciji ne moze istovremeno biti proizvoljno mala. Da
bismo imali dobru rezoluciju u frekvenciji neophodno je da Sirina prozora u vremenu bude
dovoljno velika, dok s druge strane, da bismo mogli detektovati brze promjene u signalu,
Sirina prozora treba da bude §to manja.

Prozor
5 H
V| EmE T etre )
Slika 129. Izdvajanja dijela signala Slika 130. Vremensko-frekvencijska
mnozenjem sa prozorom ravan kod STFT

Alternativna interpretacija STFT se moze dati preko banke filtara, Slika 131. Da bismo
odredili da 1i se i u kom trenutku vremena u signalu pojavljuju frekvencijske komponente iz
uskog frekvencijkog opsega, signal se propusta kroz niz filtara koji imaju jednake Sirine
propusnih opsega. Na taj nacin se u svakom trenutku dobija informacija o frekvencijskom
sadrzaju signala. Propusni opseg filtara je odreden rezolucijom u frekvenciji koja zavisi od
Sirine prozora u vremenu. Moze se pokazati da su u slucaju Gausovog prozora Sirina
prozora u vremenu At 1 Sirina prozoraoni vezani Hajzenbergovom nejednakoscu:

1
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MULTIREZOLUCIONA ANALIZA

U cilju prevazilazenja ogranic¢enja STFT u pogledu rezolucije, dopusta se da rezolucije u
vremenu 1 frekvenciji variraju. Intuitivno, sa porastom frekvencije f, koja se sadrzi u

signalu, rezolucija u vremenu treba da raste da bi bili u moguénosti da uo¢imo kratkotrajne
nagle promjene signala.

Banka filtara koja se koristi za analizu signala ima konstantan relativni propusni opseg,
y =c, Slika 132.

0

konstantna relativiia #rinas propusnog opsega (WT)

\

2 4, B, F

Slika 132. Banka filtara sa konstantnim relativnim propusnim opsegom
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Za razliku od STFT, kod multirezolucione analize se koriste “uski” (kratkog trajanja )
prozori na visokim frekvencijama, a “Siroki” prozori na niskim frekvencijama. Na taj nacin
je moguce posti¢i proizvoljno veliku rezoluciju u vremenu na visokim frekvencijama i
proizvoljno veliku rezoluciju u frekvenciji na niskom frekvencijama. Prema tome, ova vrsta
analize je dobra za signale koji imaju visokofrekvencijske komponente kratkog trajanja i
niskofrekvencijske komponente dugog vremenskog trajanja, Sto je veoma cest slucaj u
praksi.

Kontinualna Wavelet transformacija

Kontinualna Wavelet (talasi¢) transformacija, skrateno CWT, prati ovaj princip uz
uvodenje dodatnog pojednostavljenja: impulsni odziv svakog filtra iz banke filtara se

definiSe kao skalirana verzija impulsnog odziva 4 (t) osnovnog filtra prototipa:

CWT, (r,a) = % [xon (%jdt .
(04

Na Slici 132 uporedno su prikazani impulsni odzivi filtara iz banke filtara sa
konstantnim propusnim opsezima i ovi impulsni odzivi. Impulsni odzivi sa Slike 132 su
bazisne funkcije STFT i CWT, respektivno.

(a) (b)
Slika 132. (a) Bazisne funkcije STFT. (b) Bazisne funkcije CWT.
Kao posljedica toga, vremensko-frekvencijska ravan viSe nije podijeljena na jednake

dijelove kao kod STFT. Na Slici 133 prikazan je izgled vremensko-frekvencijskih ravni
kod STFT i WT.

-
>

frekvencija
frekvencija

= > =
vrijeme vrijeme

Slika 133. Podjela vremensko-frekvencijske ravni kod (a) STFT 1 (b) WT
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Bez detaljnog ulazenja u matematicku teoriju wavelet-a, razmotricemo osnovne
osobine ove transformacije i moguénosti njene primjene, posebno u oblasti digitalne obrade
slike.

Ako se posmatra interpretacija preko banke filtara onda koeficijenti kontinualne
Wavelet transformacije predstavljaju filtrirani dio signala kroz odgovarajuce propusnike
opsega.

Posmatrano u vremenu ovi koeficijenti daju mjeru sli¢nosti (autokorelaciju) signala sa
baznim funkcijama — wavelet-ima:

1 -7
h =—h| —|.
«rl) Ja ( a j

Pokazuje se da, ako je filtar sa impulsnim odzivom h(t) propusnik opsega i ako ima

kona¢nu energiju, vazi i inverzna WT:

x(t)=¢[[ CWT (r,a)h, , (1) deT by (1) = %h (%j ,

a>0

gdje je c je konstanta koja zavisi samo od izbora A(t).

Dakle, moguce je signal predstaviti preko skaliranih i pomjerenih verzija originalnog
(tzv. majka) wavelet-a. Wavelet-i se ponasaju slicno kao ortogonalne baze. Sinteza signala
se dobije kad se sumiraju sve orogonalne projekcije signala na wavelet-e. lako ne Cine
ortogonalnu bazu ve¢ sadrze velik stepen redundantnosti, sinteza je moguca pod navedenim
uslovom.

Wavelet transformacija u osnovi ima ideju posmatranja signala na razlicitim skalama i
sa razlicitim rezolucijama.

Napisimo ponovo izraz za kontinualnu wavelet transformaciju:

CWT, (r,a) = %Ix(t)h* (I?Trjdt .
o

Jednostavnom smjenom pod integralom, prethodni izraz se moze svesti na sljedeci
oblik:

CWT, (r,0) = %J.x(t)h* (%jdt = [ xan (r —é]a’t .
a

Prije nego krenemo u daljnje razmatranje, podsjetimo se da skaliranje signala znaci
sljedece:

f (t) - f (at), a)l komprimovanje signala, a(l ekspanzija signala .

Vratimo se sada na interpretaciju prvog izraza za CWT. Sa porastom skale o impulsni
odziv filtra A (t), odnosno prozor kroz koji posmatramo signal, se Siri u vremenu.
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Posmatrajuéi drugi izraz za CWT vidimo da je sa porastom skale « S§irina prozora
konstantna, a signal se sabija. Mozemo reci da se sa porastom skale kroz prozor fiksne
duzine vidi sve vedi dio signala jer se vr$i njegovo komprimovanje.

Na ovaj na¢in posmatrano vidimo da skala kod wavelet transformacije ima isto
znaenje kao skala na mapama: velika skala odgovara globalnom pogledu, dok mala skala
odgovara detaljnom pogledu (pri tome koristimo istu veli¢inu mape).

Stoga radije kazemo da WT preslikava signal u domen vrijeme-skala nego u domen
vrijeme-frekvencija. Na malim skalama bolje su uocljive brze promjene (detalji) signala
tako da mala skala odgovara visokim frekvencijama i obrnuto.

Predstavu STFT u ravni vrijeme-frekvencija nazivamo spektograma, dok predstavu
wavelet transformacije u ravni vrijeme-skala nazivamo skalogram. Primjer spektrograma i
skalograma dirakovog impulsa, te signala sastavljenog od tri sinusoide razli¢itih
ucestanosti, dat je na Slici 134.

spektogram (STFT) skalogram (WT)

STFT owT
to o

Dirakov impuls __,.«f.!}!é

skala a
STFT @ il -
A -t L =t
tri sinusoide A
2. LA Ao YU
 7222772222227777A o e
skala a
(b)

Slika 134. Raspodjela STFT u vremensko-frekvencijskoj ravni i CWT u ravni vrijeme-
skala: (a) dirakovog impulsa 1 (b) signala sastavljenog od tri sinusoide

Na Slici 135 je data uobicajena dvodimenzionalna predstava CWT, gdje skala boja
odgovara vrijednostima CWT. Na horizontalnoj osi je vrijeme, a na vertikalnoj skala.
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Analyzed Signal (length = 964)
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Slika 135. Dvodimenzionalna graficka predstava wavelet transformacije.
(a) Originalni signal. (b) Wavelet transformacija datog signala.
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Diskretna Wavelet transformacija

Da bi se sa kontinualne wavelet transformacije preSlo na diskretnu wavelet
transformaciju, odmjeravanje u ravni vrijeme-skala se radi na osnovu dijadicke resetke
prikazane na Slici 136, tako da je:

—
a=a,

— oy
T =kajz,,

gdje su 7, 1 &, koraci odmjeravanja po vremenu i skali, respektivno.
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Slika 136. Dijadicka resetka

Odmjeravanjem se dolazi do sljedecih izraza:
¢ = [x(Oh (),

hy () = ay"*h(ay 't = k),
X)) D e, ().
j k

Detaljnom matemati¢kom analizom se pokazuje da poslednja relacija postaje jednakost
ako se pronade takav impulsni odziv 4 (t) da wavelet-i ¢ine ortonormalnu bazu.

Zbog svojih karakteristika u frekvencijskom domenu diskretni wavelet-i se biraju za
impulsne odzive filtara kod piramidalnog 1 podopseznog kodovanja.
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Multirezoluciona piramida

Podsjetimo se da na velikim skalama Siroki wavelet-i daju globalni pogled. Signal je
sabijen tako da unutar datog prozora staje veliki isjeCak signala, ali se ne vide njegovi
detalji. Na malim skalama radi se sa uskim wavelet-ima tako da je signal razvucen. Kroz
dati prozor se vidi mali dio signala ali sa visokom rezolucijom $to omogucava da se
analiziraju sitni detalji signala.

Neka je h(n) impulsni odziv NF filtra sa propusnim opsegom jednakim polovini
cijelog frekvencijskog opsega signala. Pretpostavimo da se faktor skaliranja odabere tako
da se propusni opseg filtra smanji dva puta, S§to znaci da signal posmatramo na dva puta
vecoj skali. Tako filtrirani signal ima dva puta manju rezoluciju, izgubili smo detalje
signala koji se vide na nizoj skali. Grani¢na frekvencija signala je sada dva puta manja te i
frekvencija odmjeravanja signala moze biti dva puta manja. Po Nikvistovom kriteriju, zbog
odsijecanja pola opsega, moguce je uraditi subsampling, odnosno ispustiti svaki drugi
odmjerak:

y(n)=kih(k)x(2n—k).

Dakle, subsampling uzrokuje povecanje skale, smanjenje rezolucije i gubljenje
visokofrekventnih detalja.
Da bi rekonstrukcija signala bila moguca, Slika 137, neophodno je sacuvati

subsamplovan signal y(n), ¢ije su dimenzije dva puta manje od polaznog signala, te
razliku d(n) originalnog signala i upsamplovane i filtrirane verzije signala y(n),
oznacene sa a (n) , koja se dobije na sljedeci nacin:

- upsampling signala y(n) sa dva (ubacivanje po jedne nule izmedu svaka dva

odmjerka): y'(2n)=y(n), y'(2n+1)=0,
- interpolacija sa idealnim polupojasnim NF filtrom: a(n)= i h'(k)y'(n—k).
k=—o0

Zatim se formira signal razlike:

d(n):x(n)—a(n).

Signal razlike d (n) sadrzi visokofrekvencijske detalje originalnog signala. Vrijednosti
ovog signala razlike su mnogo manje od vrijednosti originalnog signala, a(n) ~ x( n) , Sto

omogucava efikasnu kompresiju.
Pri rekonstrukceiji signala vr$i se upsampling i filtriranje signala y(n) , a zatim mu se

dodaje signal razlike d(n).
Dobijeni signal y(n) mozemo posmatrati kao originalni signal gledan na dva puta

vecoj skali. Postupak se moZe nastaviti tako da se sada signal y(n) gleda na dva puta vecoj

skali §to odgovara originalnom signalu posmatranom na Cetiri puta vecoj skali, itd...
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Slika 137. Jedna iteracija u formiranju multirezolucione piramide

Slika 138 prikazuje Sta se deSava sa skalom i rezolucijom signala pri filtriranju idealnim
polupojasnim NF filtrom, subsamplovanju i upsamplovanju.

- yin)
polupojasni
NF filtar

rezolucija: prepolovljena
skala: nepromijenjena

%(n)

x(r) DU yin}
polupojasni
| @)
rezolucija: prepolovljena
skala: udvostrudena

x{n) — y{n)
R polupojasni
(2t NF filtar

rezolucija: neprormjienjena
skala: prepolovljena

Slika 138. Uticaj (a) filtriranja idealnim polupojasnim NF filtrom, (b) subsamplovanja i
(c)upsamplovanja na rezoluciju i skalu signala
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Kada se radi o dvodimenzionalnim signalima kao §to je slika, na ovaj nacin se formira
multirezoluciona piramida, Slika 139. Na svakom viSem nivou se Cuvaju slika dva puta
manje rezolucije nego Sto je ona na prethodnom nivou 1 slika detalja neophodne za
rekonstrukciju signala.
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Slika 139. Multirezoluciona piramida
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Podopsezno kodovanje

U postupku formiranja multirezolucione piramide postoji izvjesna doza redundantnosti:
signal razlike d(n) sadrzi samo VF detalje signala x(n), a odmjeren je jednakom

frekvencijom odmjeravanja kao x(n). Budu¢i da se radi o signalu &ija je Sirina
frekvencijskog opsega dva puta manja nego Sirina frekvencijskog opsega originalnog
signala, moZe se uzeti dva puta manje odmjeraka! Ovo vodi postupku koji se naziva
podopsezno kodovanje.

Jedna iteracija podopseZnog kodovanja prikazana je na Slici 140. Postupak se nastavlja
tako S$to se u svakoj sljedecoj iteraciji NF dio signala ponovo razdvaja na NF i VF dio i

subsampluje, Slika 141. Impulsni odzivi NF filtara oznaceni su sa g(n) , dok su impulsni
odzivi VF filtara oznaceni sa h(n) Pri filtriranju se koristi banka filtara sa konstantnim

relativnim propusnim opsezima, Slika 132. Subsamplovani VF dio se ¢uva kao slika detalja
koja se koristi pri rekonstrukciji signala.

. i (n)
—— N(N) r@ .@ ! h'(n) i)

; Vo (n) ainh
L 9iN) a'ln) \nJ

Slika 140. Jedna iteracija podopseznog kodovanja

— h(nf—=(2)—=

gn—(2) hf—@—

Slika 141. Postupak podopseZnog kodovanja

171



Dvodimenzionalne banke filtara i wavelet-i

Uobicajen nacin dvodimenzionalnog prosirenja je da se koristi tzv. “separabilni
wavelet-i”. Dvodimenzionalna skaliraju¢a funkcija i dvodimenzionalne wavelet funkcije se
dobiju kao separabilni proizvodi jednodimenzionalne skaliraju¢e funkcije i
jednodimenzionalnog wavelet-a:

g.(xy)=g.(x)g.(»)
h(xy)=g.(x)h(»)
h(x,y)=h(x)g.(»)
h(x,y)=h.(x)h ()

Na taj nacin se dobije separabilna dvodimenzionalna banka filtara. Subsampling sa 2 se
radi po svakoj dimenziji, Slika 142, tako da se skale promijeni 4 puta.
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Slika 142. Dvodimenzionalna banka filtara
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Slika 143. Dvodimenzionalno filtriranje
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Multirezoluciona reprezentacija slike se u svakom nivou dekompozicije sastoji od
jedne diskretne slike aproksimacije na nizoj rezoluciji i tri slike detalja, Slika 144.
Aproksimaciji odgovara dio spektra koji se dobije NF filtriranjem po oba pravca u
frekvencijskoj ravni. Jedna od slika datalja se dobije horizontalnim NF i vertikalnim VF
filtriranjem, druga vertikalnim NF 1 horizontalnim VF filtriranjem, dok se dijagonalna slika
detalja dobije VF filtriranjem po oba pravca, Slika 143. ViSestrukim ponavljanjem dolazi se
do slika sa sve loSijom rezolucijom, $to odgovara piramidalnoj dekompoziciji, Slika 145.

(b)

Slika 144. [10] Jedan nivo dekompozicije: (a)originalna slika, (b) dekompozicija
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Slika 145. [10] Tri nivoa dekompozicije: (a) Sematski prikaz dekompozicije,
(b) dekompozicija slike 144(a)

Primjeri dedkompozicije prikazani su na Slici 146 i Slici 147.
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Approximations Horizontal Details Diagonal Details Vertical Details

(b)

Slika 147. [11] (a) Originalna i rekonstruisana slika. (b) Prvi i drugi nivo dekompozicije.
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Uobicajen pristup pri kompresiji slike wavelet transformacijom se svodi na
piramidalnu dekompoziciju slike u veci broj podopsega, poslije cega se dobijeni podopsezi
neovosno koduju. Primjeri rekontruisanih slika koje se dobiju dekompozicijom na trei

nivoa i zadrzavanjem samo sve manjeg i manjeg broja wavelet koeficijenata su dati na
Slici 148.

(b)

Slika 148. [11] Kompresija slike primjenom wavelet transformacije. (a) Dekompozicije
slike uz poniStene koeficijente niskog nivoa. (b) Rekonstruisane slike.
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