Odredivanje odziva u elektricnim kolima

10. oktobar 2016

Kada se u elektriécno kolo uklju¢e naponski ili strujni generatori dolazi
do promjene stanja kola. Na elementima kola se javljaju naponi, a kroz
njihove prikljuéne krajeve teku struje. Naponski ili strujni generatori koji
djeluju u kolu se zajednickim imenom nazivaju pobuda (eksitacija), a naponi
i struje u kolu se nazivaju odziv kola. Uspostavljanje elektricne struje u
kolu praceno je i drugim fizickim pojavama kao $to su emitovanje toplote,
svjetlosti, mehanicki rad, itd. Medutim, sa stanovista Teorije elektricnih
kola, odzivom kola ¢emo smatrati iskljuc¢ivo napone i struje u kolu.

Kako bi se odredio odziv kola potrebno je formirati matematicki model
kola. Matematicki model kola se sastoji od karakteristika elemenata i mo-
dela veza elemenata. Karakteristiku elementa ¢ine relacije kojima su opisane
veze izmedu napona i struja na pristupima elementa. Ukoliko ne naglasimo
drugacije smatrac¢emo da su pasivni elementi kola linearni i vremenski ne-
promjenljivi. Mreza koja se sastoji od linearnih i vremenski nepromjenljivih
elemenata je takode linearna i vremenski nepromjenljiva.

Definicije linearnosti i vremenske nepromjenljivosti su ve¢ date za ele-
mente elektricnih mreza. Ovdje ¢emo te definicije dati u kontekstu veza
izmedu pobude i odziva elektricne mreze. Linearna mreza ima svojstva adi-
tivnosti i homogenosti. Neka je odziv mreze na pobudu ¢ jednak u, sto ¢emo
oznadciti sall

i —u (1)
ili
i(t) = Hlu(t)]. (2)
Element ima svojstvo aditivnosti ako iz
11— U (3)
io — Uo, (4)

zbor struje kao pobude i napona kao odziva mreza je potpuno proizvoljan. Osobine
linearnosti i vremenske nepromjenljivosti su univerzalne i ne zavise od prirode pobude i
odziva.



slijedi
11 + 79 — Uy + Us. (5)
Element ima svojstvo homogenosti ako iz
i — u, (6)
slijedi
ki — ku, Vk. (7)

Mreza koja nema svojstva aditivnosti i homogenosti je nelinearna.
Za vremenski nepromgjenljivu mrezu vazi da iz

i(t) — v (t) (8)

slijedi
i(t—T)—v({t—-T),VT. (9)
Mreza koja ne zadovoljava ovaj uslov je vremenski promjenljiva.
Ako je odziv elektricne mreze jednak nuli sve do trenutka kada pocne

da djeluje pobuda, kazemo da je mreza kauzalna. U suprotnom mreza je
nekauzalna.

1 Kirhofovi zakoni

Modeli veza elemenata su Kirhofovi zakoni za struje i napone. Neka je
¢ ukupan broj ¢vorova u kolu, a n broj grana u kolu. Kirhofovim zakonima
izrazena je veza izmedu vrijednosti struja i napona u svakom ¢voru, odnosno,
svakoj grani kola, respektivno.

1.1 Kirhofov zakon za struje (KZS)

Za svaki ¢vor u kolu je algebarski zbir struja grana koje se sticu u tom
¢voru jednak nuli u svakom trenutku

n

D api =0, k=12 ¢ (10)

=1
pri ¢emu su vrijednosti koeficijenata

1, grana [ je orijentisana od ¢vora k
ap = { —1, granal je orijentisana ka ¢voru k . (11)
0, grana [ nije vezana za cvor k



1.2 Kirhofov zakon za napone (KZN)

Za svaku konturu u kolu je algebarski zbir napona grana koje ¢ine konturu
jednak nuli u svakom trenutku.

Zbklulzo,k:1,2,...,m, (12)

=1
pri ¢emu je m broj kontura u kolu, a vrijednosti koeficijenata su

1, grana [ pripada konturi k& i orijentacije im se podudaraju
by = < —1, grana [ pripada konturi k i orijentacije im se ne podudaraju .

0, grana [ ne pripada konturi k&
(13)

1.3 Telegenova teorema

U svakom kolu sa koncentrisanim parametrima zbir ulaznih snaga svih
grana je jednak nuli u svakom trenutku

sz = Zuliz = 0. (14)
I=1 =1

Telegenova teorema je posljedica Kirhofovih zakona i odrazava zakon o
odrzanju energije.

2 QOdredivanje odziva u kolima prvog reda

Kola prvog reda sadrze jedan dinamicki element — kondenzator ili ka-
lem. Da bi se pronasao odziv kola potrebno je postaviti jednacine prema
Kirhofovim zakonima i jednacine kojima su opisane karakteristike eleme-
nata. Posto su karakteristie dinamickih elemenata opisane diferencijalnim
operatorima, onda ¢e i jednacine kojima je opisano ponasanje kola biti dife-
rencijalne. Odredivanje odziva u kolima prvog reda razmotri¢emo na nekim
karakteristicnim primjerima.

2.1 Odziv rednog RC kola na ukljucenje konstantne
pobude

Dato je redno RC kolo na Slici[l} U kolu se nalazi samo jedan dinamicki
(reaktivni) element pa se radi o kolu prvog reda. Ovo kolo moze biti rezultat
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Slika 1: Redno RC kolo.

primjene Tevenenove teoreme na slozenije kolo koje sadrzi proizvoljan broj
naponskih i strujnih generatora, kao i otpornika, ali samo jedan kondenzator,
kao npr. na Slici

R, R, v
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Slika 2: Slozeno kolo koje je moguée transformisati u redno RC kolo.

U trenutku ¢ = 0, zatvaranjem prekidaca P u kolo se ukljucuje generator
konstantnog napona u, (t) = U,. Zbog vremenske nepromjenljivosti kola, tre-
nutak ¢ = 0 moze biti proizvoljno izabran. U trenutku zatvaranja prekidaca
kondenzator je bio opterecen kolicinom naelektrisanja ()9 = CUy. Drugim
rije¢ima, u kondenzatoru je bila akumulisana energija koju je odredena na-
ponom U, na kondenzatoru u trenutku ukljucenja pobude. Ovo se moze
napisati u obliku

uc (07) = Up. (15)

Nakon zatvaranja prekidaca kolo je prikazano na Slici [3] Za ovo kolo je
moguce napisati jednac¢inu prema KZN

up + uc = ug, t > 0. (16)



Slika 3: Redno RC kolo nakon zatvaranja prekidaca.

Karakteristike elemenata su date sa

ug = Ri (17)
i duc
=(C—=. 18
T (18)
Smjenom u dobija se
duc
RC™C e = uy, t> 0, (19)

dt

Uobicajeno je da koeficijent uz izvod najviseg reda bude jednak jedinici

duc 1 1

it T RC" T RC

ug, t > 0. (20)

Diferencijalna jednacina povezuje ulaznu v, i izlaznu ue velicinu u RC
kolu i naziva se relacija ulaz-izlaz (RUIL).

Dobijena diferencijalna jednacina je nehomogena linearna diferencijalna
jednac¢ina prvog reda sa konstantim koeficijentima. Red jednacine odgovara
redu kola. Jednacina je diferencijalna zato Sto je njome opisana linearna
mreza. Vremenska nepromjenljivost mreze rezultuje jednac¢inom sa konstant-
nim koeficijentima.

Ako u izrazimo uc

Uuc :ug—uR,

i zamijenimo u (1)), nakon sredivanja dobijamo

dup 1 _ duy

b}



lako u posmatranom kolu djeluje generator ¢iji je napon konstantna funkcija
vremena, u prethodnoj jednacini eksplicitno je naveden izvod napona genera-
tora po vremenu kako bi se naglasilo da relacija vrijedi za slucaj proizvoljnog
pobudnog generatora.
Analogno, ako diferenciramo i imajuci u vidu karakteristiku konden-
zatora dobijamo
di 1 1lduy,
J— + — = —_-—,
dt  RC R dt
Sve tri diferencijalne jednacine imaju slicne osobine.
Rijesi¢emo jednacinu (11)). Rjesenje linearne diferencijalne jednacine sa
konstantnim koeficijentima je oblika

t>0. (22)

uc (t) = Uch (t) + ucy (t) , 1>0, (23)

gdje je ucy (t) rjesenje homogene diferencijalne jednacine, a uc, (t) partiku-
larno rjesenje diferencijalne jednacine.
Homogena diferencijalna jednacina je oblika
duc 1
—+ —uc = 0. 24
I + RO UC (24)
To je diferencijalna jednacina kojom je opisano ponaSanje kola u kojem je
ne djeluje pobudni generator. Rjesenje homogene diferencijalne jednacine je
oblika
ucy (t) = Ke, (25)

gdje su K i s konstante koje treba odrediti. Posto je rjesenje imamo

d(Kes) 1
Kest —
a Trehe =0
1
Kse®t + K——et = 0.
sem + R pet

Trivijalno rjeSenje koje se dobija za K = 0 nije od interesa pa slijedi da mora

biti zadovoljena jednacina

1
——0. 2
£t 7o =0 (26)

Jednacina se naziva karakteristicna jednacina diferencijalne jednacine
. Ona je ujedno i karakteristicna jednacina nehomogene diferencijalne
jednacine . Velicina 7 = RC ima prirodu vremena i naziva se vremenska
konstanta kola. Interesantno je uociti da se ista karakteristicna jednacina
dobija polazeci od bilo koje od jednacina koje opisuju ovo kolo.
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Slika 4: Polozaj sopstvene ucestanosti RC kola za R > 01 C > 0.

Rjesenje karakteristicne jednacine je karakteristicna ucestanost kola

b
RC

Posto je karakteristicna ucestanost kompleksna veli¢ina uobicajeno je da se
njihov polozaj predstavlja u kompleksnoj ravni. Na Slici[]je prikazan polozaj
karakteristicne ucestanosti u kompleksnoj ravni za slucaj pasivnih elemenata,
tj. R>01C > 0.

Sada je rjeSenje homogene jednacine

(27)

§:0’1:

Uch (t) = Ke_%.

Rjesenje homogene jednacine se naziva i sopstveni odziv kola posto njegov
oblik ne zavisi od oblika pobude ve¢ samo od osobina kola. Sopstveni odziv
se javlja usljed unosSenja energije u kolo i zavisi isklju¢ivo od sposobnosti
elemenata kola da akumulisu energiju. Vrijednost konstante K ¢emo odrediti
kasnije.

Partikularno rjesenje diferencijalne jednacine se nagiva i prinudni
odziv kola jer je posljedica djelovanja pobudnog generatora. Partikularno
rjeSenje ¢emo pretpostaviti u istom obliku koji ima i pobuda za t > 0

ucp = U, = const.
Partikularno rjesenje mora da zadovolji jednacinu pa imamo

v, 1
@t " reUr= U

Odavde je partikularno rjesenje



Opsti oblik odziva kola je
uc (t) = Ke"7e + Uy, t > 0. (28)

Da bismo odredili vrijednost konstante K iskoristi¢cemo pocetni uslov za na-
pon na kondenzatoru

uc (07) = Ub. (29)

Posto je, zbog postojanja otpornika R, struja u kolu ograni¢ena, zadovoljen
je uslov teoreme o neprekidnosti napona na kondenzatoru pa je pocetni uslov

uc (07) =uc (0) =uc (07). (30)

Iz imamo
Uuc (0) =K + Ug,
pa je
K =U,—-U,.
Konaé¢no, kompletan odziv RC kola na ukljucenje konstantne naponske

pobude je t
uc (t) = (Uy —Uy) e ’Re + Uy, t > 0. (31)

Ostale veli¢ine u kolu se mogu odrediti rjeSavanjem odgovarajuc¢ih dife-
rencijalnih jednacina, ali jednostavnije je da se iskoristi dobijeni izraz za uc

i jednacine i . Iz imamo
up (t) = (U, — Up) e 7, t > 0.
Struja u kolu je jednaka

U, —Us) _
i(t):(g—RO)e_RO, t>0.

Dobijeni izrazi su opsti, tj. vaze i za pasivna i za aktivna kola. U nastavku
¢emo vise paznje posvetiti slucaju kada su elementi u kolu pasivni, tj. kada
je R>01C > 0. Na Slici [5| su prikazani grafici ovih veli¢ina za slucaj kada
je Ug > Uy > 0, a na Slici [f] za slucaj kada je Uy > Uy > 0.

Vidimo da u pasivnom kolu, kada t — oo, napon uc (t) tezi U, tj. od-
zivom kola dominira prinudni odziv. Tada je u kolu zavrsen prelazni rezim i
uspostavljeno je ustaljeno stanje. Teorijski, ovo se desava nakon beskonacno
mnogov vremena, ali, sa prakti¢cnog stanovista, moze se smatrati da je usta-
ljeno stanje dostignuto kada sopstveni odziv kola postane mali u odnosu na
prinudni odziv. U inzenjerskoj praksi uobic¢ajeno je da se smatra da je usta-
ljeno stanje u kolu dostignuto kada je od ukljuc¢enja pobude proteklo vrijeme
jednako 3 do 5 vremenskih konstanti kola.



O 4--_- - _

g _
L X M (£)
4 <

Vo ¥ >~ - e ()

Slika 5: Grafici odziva u pasivhom RC kolu za U, > Uy > 0.
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Slika 6: Grafici odziva u pasivhom RC kolu Uy > U, > 0.
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2.1.1 Odziv kola bez akumulisane energije

Pretpostavimo sada da u kolu nije bilo akumulisane energije i da je u
trenutku ¢t = 0, zatvaranjem prekidaca P, u kolo ukljucen naponski generator.
Diferencijalna jednacina kojom je opisano kolo je i u ovom slucaju .
Jedina razlika je u tome sto je sada pocetni uslov jednak nuli

uc (07) =0.

Postupak rjesavanja diferencijalne jednacine je identican prethodno izlozenom.
Iz odzivi kola su

ue (t) = U, (1 - e*%> L 1>0, (32)

up (t) = Uje" 70, £ > 0, (33)
U, .

i(t) = Ege—ﬁ, t > 0. (34)

Grafici ovih veli¢ina su prikazani na Slici [7]
Razmotrimo razmjenu energije u ovom kolu. Izlazna snaga generatora je

py () = ug (£)i (t) = U—de—ﬁo, t>0. (35)

Energija koju generator predaje kolu u intervalu [0, ¢] je

2 (0,%) / Us ot gy — IERC (1 - e—%> - cu? (1 - e—%> . (36)

Ulazna snaga otpornika je

pr(t) = ugr (t)i(t) = Ri® (t) = —Le 7o, (37)

Energija koja se gubi u otporniku u intervalu [0, ¢] je

2 (0,8) = /Ot%?e%dt’ _ Ui Re (1-e ) = v, (1-e7). @39)

R 2

Ulazna snaga kondenzatora je
U2 t t U2 t t
po () = uc (£)i () = Lo (1 - e—m) - (e—m - e—%o) . (39)

11
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Slika 7: Odziv rednog RC kola bez akumulisane energije.
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Posto je kondenzator u ¢t = 0 bio neopterecen, energija koja se akumulise u
kondenzatoru je

t CU2 2t
2 __t _ 2t
:C’Ug<1—e Ro>— 29<1—6 Rc)— (41)
2
= C;jg <1 — 2¢7E + e*%) = (42)
Cug, (t)
_ . 4
5 (43)
Vidimo da vrijedi
w, (0,1) = wp (0,4) +we (0,8), t > 0, (44)

tj. energija koju generator predaje kolu se trosi na rad na uspostavljanju
elektricnog kola u kondenzatoru i energiju koja se gubi u otporniku.
Kada t — o0, odnosno kada se zavrsi prelazni rezim, ukupna energija
koja je akumulisana u kondenzatoru je jednaka
2
CU;

We = —~. (45)

2.1.2 0Odziv na akumulisanu energiju

Ako u kolu ne djeluje generator, ali u trenutku formiranja kola postoji
akumulisana energija u kondenzatoru, pojavice se odziv kola na akumulisanu
energiju. Ovaj slucaj odgovara kolu na Slici [§l Diferencijalna jednacina
kojom je opisano ovo kolo moze se dobiti iz (|11]) za u, (t) =0

CZLTC+R—IC,UC:O, t>0. (46)
Ova jednacina je ekvivalentna homogenoj jednacini ((15)). Postupak njenog
rjeSsavanja je identican postupku rjesavanja jednacine s tom razlikom §to
se vrijednost konstante odreduje odmah jer je partikularno rjesenje jednako
nuli. U ovom primjeru ne¢emo ponovo rjesavati diferencijalnu jednacinu veé
¢emo odzive u kolu odrediti na osnovu odziva u opStem slucaju

Ucq (t) = Uge 7C, ¢ > 0, (47)
Upa (1) = —Upe 70, £ > 0, (48)
io (1) = —%e—ﬁc, t>0, (49)

13



id IS

=T
R E | QT M

Slika 8: RC kolo sa akumulisanom energijom.
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Slika 9: Odziv RC kola na akumulisanu energiju.
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Slika 10: Grafici napona na kondenzatoru za razlicite vrijednosti vremenske
konstante.

gdje je indeksom a naznaceno da se radi o odzivu na akumulisanu energiju.
Grafici ovih veli¢ina prikazani su na Slici [9]

Na Slici su prikazani grafici napona uc (t) za razlic¢ite vrijednosti vremen-
ske konstante 7 = RC'. Vidimo da brzina promjene napona na kondenzatoru
zavisi od vrijednosti vremenske konstante. Vrijednost vremenske konstante
jednaka je duzini intervala u kojem napon na kondenzatoru padne na % od
svoje pocetne vrijednosti. To je mjesto na kojem tangenta na eksponenci-
jalnu krivu u tacki t = 0 sijece vremensku osu. Posto je e® = 0, 05, nakon tri
vremenske konstante napon na kondenzatoru iznosi 5% pocetne vrijednosti, a
nakon pet vremenskih konstanti napona na kondenzatoru je manji od 1% od
pocetne vrijednosti, jer je e™® = 0,007. U veéini prakti¢nih primjena moze
se smatrati da je nakon pet vremenskih konstanti prelazni proces zavrsen i
da je napon na kondenzatoru dosegao svoju konac¢nu vrijednost.

Razmotrimo bilans energija u ovom slucaju. Energija akumulisana u
kondenzatoru (energija elektrié¢nog polja) iznosi

cu?
We = -2, (50)
2
Ulazna snaga otpornika za t > 0 je
pr (1) = uga (t) iq (t) = Ri2 (t) = RUZe 70 (51)

15



Energija koja se gubi na otporniku u intervalu [0, ¢] je

¢ 2
t/ CU, t
wr (0,4) = / RUgefedt! = =2 (1 - e—%> . (52)
0
Kada t — oo energija koja je izgubljena na otporniku iznosi
CU?
Wg = 5 R (53)

i jednaka je energiji koja je bila akumulisana u kondenzatoru.

2.1.3 Ukupan odziv kola

Vidjeli smo da je kompletan odziv RC kola u opstem slucaju odreden
jednacinom (22

ue (t) = (Uy — U,) e 76 + Uy, t > 0. (54)
Preuredivanjem ove jednacine
ue (t) = Upe™ e + U, (1 - e*%) L t>0. (55)

Vidimo da prvi dio kompletnog odziva odgovara odzivu na akumulisanu ener-
giju, a drugi dio odzivu na ukljuc¢enje pobude pri ¢emu je akumulisana ener-
gija u kolu jednaka nuli

uc () = ucq () + uce (t) - (56)

Ova osobina odziva ukazuje na to da je moguce kompletan odziv linearnog
kola odrediti metodom superpozicije. U tom slucaju je potrebno posebno
odrediti odziv kola na akumulisanu energiju, pri iskljuéenom generatoru, a
zatim i odziv kola na ukljucenje pobude pri ¢emu je akumulisana energija u
kolu jednaka nuli.

2.1.4 Intuitivna analiza

Prethodna analiza daje model za jednostavno odredivanje odziva u red-
nom RC kolu. Posmatrajmo kolo na Slici . Pretpostavimo da je U, > Uy.
Na osnovu prethodne analize podijeli¢emo odziv na tri dijela: (i) pocetni dio,
za t < 0%, (ii) prelazni rezim, za ¢ > 07 i (iii) ustaljeno stanje, za t > 0%,

U pocetnom dijelu odziva, zat < 07, prekidac P; je otvoren, a Pyzatvoren.
Napon na kondenzatoru iznosi Uy, a struja kroz otpornik i kondenzator je jed-
naka nuli. Zatim se, jo$ uvijek u pocetnom dijelu odziva, u trenutku ¢t = 0~

16
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Slika 11: Odredivanje odziva u rednom RC kolu.
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otvara prekida¢ P,. U slucaju idealnog kondenzatora napon na njemu je i
dalje Uy. Kada se u trenutku ¢ = 0 zatvori prekidac¢ P; u kolo se ukljucuje
generator U,. Posto je napon generatora konacan i u kolu postoji otpornik
R, ispunjen je uslov teoreme o neprekidnosti napona na kondenzatoru tako
da je pocetni uslov u kolu . (0%) = Uj.

U ustaljenom stanju, za ¢ > 0, u kolu je zavrsen prelazni proces. Posto
u kolu djeluje generator konstantnog napona, kondenzator je u potpunosti
napunjen i struja u kolu je jednaka nuli. U tom slu¢aju napon na kondenza-
toru je, prema KZN, jednak U,. U praksi moZemo smatrati da je ustaljeno
stanje nastalo za t > bRC'.

U prelaznom rezimu napon na kondenzatoru se mijenja od Uy do U,. Zbog
teoreme o neprekidnosti napona na kondenzatoru ova promjena ne moze biti
skokovita. Iz prethodnog odjeljka, znamo da se napon na kondenzatoru mi-
jenja eksponencijalno sa vremenskom konstantom 7 = RC. Veli¢ina moze

eksponencijalno da raste (1 — e’%> ili opada e~ ®e. U ovom slucaju vrijed-
nost napona eksponencijalno raste od Uy do U, pa je, za t > 0, oblika

ue (t) = U, + (Uy — U,) (1 . e%) .

U opstem slucaju, odziv (napon ili struja) y (¢), u kolu prvog reda se moze
odrediti kao
y(t) =y(00) + [y (07) —y(o0)] &= = (57)

t

(07) e + 1y (c0) (1 . e-ﬁ) , (58)

Y
Y

gdje su y (07) i y (00) pocetna i konacna vrijednost veli¢ine y, respektivno, a
7 je vremenska konstanta kola.

2.2 Opsti slucaj odredivanja odziva u kolu prvog reda

Linearno vremenski nepromjenljivo kolo prvog reda se moze opisati line-
arnom diferencijalnom jednac¢inom prvog reda sa konstantnim koeficijentima.
Postupak rjesavanja proizvoljne linearne diferencijalne jednacine prvog reda
sa konstantnim koeficijentima prati korake opisane u slucaju odredivanja
odziva rednog RC kola. Dakle, opste rjesenje se trazi kao zbir homogenog
i partikularnog rjesenja jednacine. Pretpostavljaju¢i da homogeno rjesenje
ima oblik eksponencijalne funkcije i uvrstavajué¢i u homogenu diferencijalnu
jednacinu dobijamo karakteristicnu jednacinu iz koje odredujemo sopstvenu
ucestanost kola. Pretpostavljamo da je partikularno rjeSenje jednacine is-
tog oblika kao pobuda i rjesavamo jednacinu pod pretpostavkom da je od
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uklju¢enja pobude proslo dovoljno vremena da se u mrezi uspostavi usta-
ljeno stanje. Konacno, konstanta integracije se odreduje iz zadatih pocetnih
uslova.

2.3 Hevisajdova pobuda

U prethodnom odjeljku smatrali smo da se zatvaranjem prekidaca u tre-
nutku ¢ = 0 u kolo uklju¢uje naponski generator konstantnog napona. Realni
element koji moze trenutno prekinuti ili uspostaviti vezu u kolu ne postoji pa
Hevisajdova funkcija predstavlja idealizovani model koji se moze posmatrati
kao grani¢na vrijednost realnih odskoc¢nih funkcija kao na Slici

h(t) = lim he (1), (59)
niza funkcija za koje vrijedi
0, t<0
m={ 1 155 (60)

a u intervalu 0 < t < T funkcija je neprekidna i ima vrijednosti izmedu 0 i 1.
Medutim, ako je vrijeme ukljucenja T" mnogo krace od vremenske konstante
kola ono se moze zanemariti i smatramo da je ukljuc¢enje pobude trenutno.
Dakle, za Hevisajdovu funkciju h (t) vrijedi

0, t<0
h(t>_{1, i (61)
Za t = 0 Hevisajdova funkcija uzima sve vrijednosti izmedu 0 i 1, ¢ime

formalno prestaje biti funkcija. Iz ovog razloga cesto se koristi termin ge-
neralizovana funkcija i distribucija. Grafik Hevisajdove funkcije prikazan
je na Slici [13] U literaturi se sreéu i varijante Hevisajdove funkcije koje su
definisane za t = 0.

Hevisajdova funkcija je bezdimenzionalna veli¢ina. Ukljuc¢ivanje napon-
skog generatora kao na Slicise moze modelovati Hevisajdovom (odskoénom)
pobudom

ug (t) = Ugh (1), (62)
a ukljucivanje strujnog generatora
iy (1) = b (1). (63)

Ukljucivanje generatora u trenutku ¢t = ¢y se moze modelovati pomjere-
nom Hevisajdovom funkcijom

0, t<t
h(t—to):{l t>t3' (64)
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Slika 14: Hevisajdov naponski i strujni generator.
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Korisno je pomenuti Hevisajdovu funkciju okrenutu u vremenu

h(—t):{é: I (65)

Odziv kola bez akumulisane energije na Hevisajdovu pobudu podijeljen
vrijednoséu skoka pobude naziva se indiciona funkcija kola. Koristi se joS
i termin odskoc¢ni odziv kola. Kolo je u potpunosti karakterisano svojom
indicionom funkcijom. Kasnije ¢emo vidjeti da je, ukoliko je poznata indici-
ona funkcija, moguce odrediti odziv kola na proizvoljnu pobudu. Indiciona
funkcija zavisi od veli¢ine koja je izabrana za odziv kola.

Za redno RC kolo indiciona funkcija u odnosu na napon uc je

o) =" — (1) o), (66)
Ug

U posmatranom slucaju kolo se pobuduje naponskim generatorom, a napon

uc je odziv kola. Prema tome, indiciona funkcija se definise kao odnos napona

uc 1 vrijednosti skoka napona generatora. Medutim, indiciona funkcija ne

zavisi od priroda pobude i odziva pa su moguce i kombinacije kada su i odziv

i pobuda struje, odnosno, pobuda je napon, a odziv struja i obrnuto.

U jednacini (??) Hevisajdova funkcija ukazuje na ¢injenicu da je vrijed-
nost indicione funkcije za t < 0 jednaka nuli. Posto se odziv u kolu javlja tek
kada se ukljuci pobuda radi se o kauzalnom kolu. Ako se odziv u kolu javlja
prije ukljucenja pobude, radi se o nekauzalnom kolu.

Pravougaoni impuls je funkcija koja ima nenultu vrijednost samo u inter-
valu (t1,ty) konacnog trajanja

0, t<ty
U (t) = 1, o <t<ity . (67)
0, t>1,

Ako napon naponskog generatora ima oblik pravougaonog impulsa kao na
Slici [L5| on se moze predstaviti pomoc¢u Hevisajdovih funkcija

w(t) = Uh(t—t) — Uh (t — ta) |

sto je ilustrovano na Slici [16] U tom slu¢aju mozemo smatrati da se kolo
pobuduje rednom vezom naponskih generatora napona wug, (t) = Uyh (t — t)
i uge (t) = Uyh (t — t2) povezanih kao na Slici.

Posmatrajmo odziv rednog RC kola bez akumulisane energije na pravo-
ugaoni impuls prikazan na Slici. Ekvivalentna Sema je prikazana na Slici.
Posto je kolo linearno, odziv u kolu mozemo naéi koristenjem teoreme su-
perpozicije. Pretpostavimo da u kolu djeluje samo generator uy, = U,h (1).

21



~

4y *
Uy

© 1 £

Slika 15: Pravougaoni impuls.

A LL%@C\
T R Y [

o iz !
:U;ﬁ\@-_“rj

Slika 16: Reprezentacija pravougaonog impulsa pomoc¢u Hevisajdovih po-

buda.
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Slika 17: Generisanje pravougaonog impulsa pomoc¢u dva odsko¢na genera-
tora.

Odziv je sada jednak odzivu na konstatnu pobudu koja je ukljucena u tre-
nutku ¢ = 0 i dat je jednacinom

ucy (t) = Uy, (1 - 6_%) .t > 0.

Kada u kolu djeluje samo generator uz, = —U,h (t — t1), na osnovu 0so-
bine vremenske nepromjenljivosti, odziv je jednak

zmﬂwz—m«l—a%%ytzn.
Kompletan odziv je jednak superpoziciji ova dva odziva
Uc (t) = Uc1 (t) + ucs (t) =
Q,l—e‘% 0<t<t
U, 1 — e 7o 1—6 RO), t>t
e

U, O<t<h

t

“Re, >t

|
~— Q‘“

g eRc —
Ovo se moze napisati i u obliku

ue (1) = Uy (1= 75 ) R (0) = U, (1= e " ) bt = 1) =
=Upf (1) = Upf (t = t1),

gdje je f (t) indiciona funkcija kola.
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Slika 18: Odziv rednog RC kola na pravougaoni impuls duzine ¢; > 5RC.
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Slika 19: Odziv rednog RC kola na pravougaoni impuls duzine ¢; < 3RC.

Za dovoljno dugacak impuls ¢; > H5RC mozemo smatrati da se prelazni
rezim u kolu zavrsio u toku trajanja impulsa pa odziv ima oblik kao na
Slici [I8) Za krac¢i impuls prelazni rezim u kolu se ne zavrsi veé¢ se u kolu
javlja odziv na energiju akumulisanu tokom trajanja impulsa kao na Slici
Zanimljiv je poseban slucaj kada je t; << RC. Tada se drugi ¢lan u jednacini
(11) moze zanemariti pa imamo

du 1
d_tc = %ug, t> 0.

Rjesenje ove diferencijalne jednacine je
1 t
t)=uc (07) + — ) dt'.
e () =ue (07) + g [ w0 ®)
Dakle, kolo se ponasa kao integrator i odziv je prikazan na Slici

2.4 Impulsna pobuda

Kada se trajanje impulsa smanjuje, uz jednovremeno povecavanje njegove
amplitude, pri cemu se povrsina ispod funkcije odrzava konstantnom, kao na
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Slika 20: Odziv rednog RC kola na pravougaoni impuls duzine ¢; < RC.
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Slika 21: Dirakova funkcija

Slici u granicnoj vrijednosti dobija se Dirakova (jedini¢na impulsna, delta)
funkcija 4 (t). U ovom graniénom procesu, tacan oblik impulsa nije bitan.
Dirakova funkcija je definisana izrazom

0, t#0
d(t) =< o0, t=0 . (68)

[ o) dt=1
Graficki se Dirakova funkcija predstavlja kao na Slici 21} Dirakova funkcija
formalno nije funkcija pa se u matematici cesto koriste i termini generalisana
funkcija i distribucija. Povrsina ispod Dirakove funkcije je jednaka jedinici
— jac¢ina udara Dirakove funkcije je jednaka jedinici. Posto je vrijednost
Dirakove funkcije nula za t # 0 onda vrijedi

s@tydt= | §(t)dt=1. (69)
[owa= [

o0 -

Neka je f (t) neprekidna funkcija. Tada vrijedi
| rwsm=so. (70)
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Ova osobina se naziva osobina odabiranja Dirakove funkcije i u teoriji distri-
bucija predstavlja definiciju Dirakove funkcije. Na osnovu osobine odabiranja
Dirakove funkcije slijedi da je za funkciju f (¢) neprekidnu u ¢t = 0

F&)o(t)=f(0)6(). (71)
Posmatrajmo sada kratak pravougaoni impuls trajanja 7" i amplitude
1/T. Ovaj impuls se moze napisati u obliku

5r (t) = %h (t) — %h (t—T). (72)

Granicna vrijednost niza pravougaonih impulsa kada 7" — 0 je Dirakova
funkcija

6 (t) = lim o7 (t) = (73)
O T1 1
= lim | =h (1) = 5h(t = T)| = (74)
o R —h(@E-T)
= Jm T - (75)
dh(t)
= —-. (76)

Dakle, Dirakova funkcija je jednaka izvodu Hevisajdove funkcije. Vrijedi i
invezna relacija
¢
h(t) = / 6 (t')dt'. (77)
Posto je Hevisajdova funkcija bezdimenziona veli¢ina, Dirakova funkcija ima
dimenziju frekvencije, odnosno, reciprocna je vremenu.

Neka je dato kolo na Slici 2] Pretpostavimo da u kolu nema aku-
mulisane energije i da pobudni generator ima oblik Hevisajdove funkcije
ug (t) = Uh (t). Prema KZN diferencijalna jednacina kojom je opisano ovo
kolo za t > 0 je

Uc = Ug.
U ovom slucaju napon na kondenzatoru je
Uc = Uh (t)

i skokovito se mijenja u trenutku ¢ = 0. Struja u kolu je jednaka

_ qduc
! dt

_ ~duy
o dt
=CUS(t).
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Slika 23: Kondenzator priklju¢en na impulsni strujni generator.

Dakle, u trenutku ¢ = 0 struja je beskonac¢nog intenziteta pa se i napon
na kondenzatoru mogao promijeniti skokovito. Koli¢ina naelektrisanja koju
generator prenese kondenzatoru za t > 0 je jednaka ) = CU.

Neka se sada kolo sa kondnezatorom pobuduje idealnim strujnim gene-
ratorom ¢ija struja ima oblik Dirakove funkcije i, (t) = Q0 (t), kao Sto je
prikazano na Slici Pretpostavimo da u kolu nema akumulisane energije.
Jacina udara pobude jednaka je integralu pobude, odnosno,

/ : iy (t)dt = Q /_ Z () dt = Q. (78)

Jacina udara pobude u ovom slucaju je jednaka Q).
Posto u kolu nema akumulisane energije, napon na kondenzatoru za t > 0
je
we (#) = i/ooz' () dt’ = iQ/Ooé(t’)dt’— Lonw
cWTo) TCcY) C '
Dakle, impulsni strujni generator jacine udara () ¢e prenijeti koli¢inu naelek-
trisanja () kulona kondenzatoru, uzrokujuéi skok napona na % Dakle, kao
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sto slijedi iz teoreme kontinuiteta, da bi se napon na kondenzatoru skokovito
promijenio, struja u kolu mora biti beskonacnog intenziteta.

Analogno vrijedi za promjenu struje kalema. Impulsni naponski generator
jacine udara ® c¢e izazvati fluks od ® vebera u kalemu, uzrokujuéi skok struje
na %.

Pobudni generator ¢iji je napon, odnosno, struja oblika Dirakovog impulsa
nije moguce realizovati. Medutim, u slucajevima kada je pobudni impuls
vrlo kratkog trajanja u odnosu na vremensku konstantu kola, Dirakov im-
puls predstavlja koristan matematicki model koji zna¢ajno pojednostavljuje

analizu kola.

2.5 Odredivanje odziva na impulsnu pobudu

Neka je pobuda u linearnom vremenski nepromjenljivom kolu, bez aku-
mulisane energije, oblika

h(t)y—h({t—T
Ug, (t) =U,Tor (t) =U,T ®) ( ) (79)
Ve¢ je pokazano da je u tom slucaju odziv jednak
t)y—f(t—=T
up (t) = U T6r (t) = Ung( )= S ) (80)

T

Kada T'— 0 uz U,T = ® = const, pobuda tezi impulsnoj funkciji u, () =
U6 (t) = ®6(t). Zanimljivo je primjetiti da jac¢ina udara pobude ima
dimenziju proizvoda napona i vremena, odnosno fluksa. Razlog za ovo je, kao
sto je pomenuto u prethodnom odjeljku, sto bi impulsni naponski generator
izazvao fluks od ® vebera u kalemu, odnosno, skok struje od %. U tom
slucaju odziv je

u () = Jim ur (1) = Jim Udr (1) = v,rd D= ; =7 _ UQT%SJS), (81)
odnosno, ”
L df(t

Koli¢nik odziva na impulsnu pobudu (pri nultim poc¢etnim uslovima) i ja¢ine
udara impulsne pobude naziva se Grinova funkcija mreze

g(t) = —= (83)
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Slika 24: Redno RC kolo pobudeno impulsnim generatorom.

Iz vidimo da je Grinova funkcija mreze jednaka izvodu njene indicione
funkcije
df (t)

gt) =~ (84)

Posmatrajmo redno RC kolo prikazano na Slici [24] u kojem djeluje impul-
sni naponski generator napona u, (t) = ®4 (¢). Odredimo Grinovu funkciju
ovog kola za napon na kondenzatoru.

Zadatak je moguce rijesiti na vise nacina. Prvi nacin je posredno odredivanje
Grinove funkcije, koriséenjem indicione funkcije kola. Da bismo odredili indi-
cionu kola, pretpostavimo da je napon naponskog generatora oblika u, (t) =
Uyh (1), kao na Slici 28] i da u kolu nema akumulisane energije uc (07) = 0.
Diferencijalna jednacina za napon na kondenzatoru je

duc+1u 1u
d  RC ¢ RC”

Rjesenje ove jednacine je oblika

t>0.

Uc (t) = Uoh (t) + Ucp (t) .
Vec¢ je pokazano da je homogeno rjesenje
Uch (t) = KG_%.

Partikularno rjesenje dobijamo posmatrajuci diferencijalnu jednacinu za t >
0. Tada je pobuda konstantna pa i rjeSenje dobijamo u istom obliku

Ucp (lf) = Up = Ug.

29



1?2 I
M~ L
a
| {
|t~ {
( ﬂ ] \ A / §
MY Y = 47
C \:t '/ \/ 1 (& «\‘:‘L

Slika 25: Redno RC kolo pobudeno Hevisajdovim generatorom.

Dakle, opste rjesenje je
uc (t) =U, + Ke 7o, t> 0.

Vrijednost konstante K dobijamo iz pocetnog uslova za napon uc (07). Posto
je, zbog konacnog skoka napona generatora i konacne vrijednosti otpornosti,
struja u kolu ogranic¢ena, zadovoljen je uslov teoreme kontinuiteta i uc (01) =

uc(07) = 0. U ovom slucaju kazemo da je komutacija u kolu regularna.
Odavde se dobija

K =-U,
pa je

g

Q

=
I

14(1—eﬁ%>h@y

Fy=te® _ (1—em) ni.

Sada se Grinova funkcija moze izracunati kao

d t 1 t t
o (t) = —de: ) _ e e () + (1- ) 5(1),
Na osnovu osobine odabiranja Dirakove funkcije drugi ¢lan sume je jednak
nuli pa imamo konacno



Zadatak je moguce rijesiti i direktno, rjeSavanjem diferencijalne jednacine

duc 1 0]

— 4+ —=uc = ==0(t),
T TR e
uz pocetni uslov uc (07) = 0.
Homogeno rjesenje je ponovo

Uch (t) = Ke_%.

Posto je pobuda jednaka nuli za ¢ > 0 onda je partikularno rjesenje takode
jednako nuli

Ucp (t) =0.

Dakle, opste rjesenje je
uc (t) = Ke meh (t).

Vrijednost konstante K se pronalazi iz pocetnih uslova. Medutim, posto u
kolu djeluje impulsni generator, vrijednost napona, a time i struje u kolu u
trenutku ¢ = 0 je beskonacna pa ne vrijedi teorema kontinuiteta i uc (0%) #
uc (07). Komutacija u kolu je neregularna.

Uvrstavanjem opsteg rjesenja u diferencijalnu jednacinu dobija se

K ¢

RGO R (t) 4 KeTHe s (1) 4 2o 1 (1) = 0

t
RC ®),
odakle slijedi

)
K=—
RC
pa je Grinova funkcija za napon na kondenzatoru
uc (t) 1 ot
Gue (t) = D = %6 RC h (t) .

Lako se moze pokazati da je Grinova funkcija za napon na otporniku

Gun ()= 3(1) = e TR (1),
a za struju u kolu
(1) = =0 (1) — e TR (1)
9 =R R2CC
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