Vodovi

12. januar 2017

Kada je talasna duzina signala reda velicine fizickih dimenzija kompo-
nenata elektri¢nog kola vise ne mozemo smatrati da se vrijednosti napona i
struja u svakoj tacki kola uspostavljaju trenutno ve¢ moramo uzeti u obzir i
efekte prostiranja elektromagnetnih talasa. U ovom sluc¢aju se radi o mrezi
sa raspodijeljenim parametrima. Detaljna analiza mreza sa raspodijeljenim
parametrima zahtijeva koristenje Maksvelovih jednacina elektromagnetnog
polja. Medutim, kada se radi o signalima frekvencija do reda 10 GHz, moguce
je analizu prostiranja signala po vodovima znac¢ajno uprostiti.

Prostiranje signala po vodovima je dio inzenjerske discipline koja se na-
ziva mikrotalasna tehnika i bavi se proucavanjem, analizom i projektovanjem
uredaja namijenjenih za rad na visokim frekvencijama, odnosno, sa signalima
malih talasnih duzina. Okvirno se mikrotalasima smatraju elektromagnetne
oscilacije u frekvencijskom opsegu od 300 MHz do 300 GHz. Talasne duzine
u slobodnom prostoru koje odgovaraju ovim frekvencijama su izmedu 1 m i
1 mm. Primjene mikrotalasne tehnike su u oblastima bezi¢nih telekomuni-
kacija (mobilna telefonija, bezi¢ne racunarske mreze, satelitske telekomuni-
kacije), sistema za globalno pozicioniranje, radarskih sistema, itd. S obzirom
na to da se elektricne mreze u mikrotalasnoj tehnici vise ne mogu posmatrati
kao mreze sa koncentrisanim parametrima, realizacija mikrotalasnih uredaja
zahtijeva drugacije elemente i postupke realizacije.

U sisteme za vodenje elektromagnetnih talasa spadaju: slobodan prostor,
vodovi i talasovodi. U Teoriji elektricnih kola ograni¢i¢emo razmatranje na
vodove (transmisione linije). Vodovi se sastoje od najmanje dva provodnika.
Cesti primjeri vodova su dvoziéni i koaksijalni vodovi koji se koriste na nizim
frekvencijama, a znacajni su i trakasti vodovi sac¢injeni od metalnih traka i
folija na dielektricnom supstratu. Trakasti vodovi su znacajni za realizaciju
mikrotalasnih integrisanih kola.



1 Jednacine telegraficara

Posmatra¢emo homogen dvoprovodnicki vod, kao na Slici 1. Homogen
vod ima iste geometrijske i fizicke osobine na svakom presjeku. U tom slucaju
mogu se uvesti poduzni parametri voda:

e 7 - poduzna otpornost (£2/m),
e [ - poduzna induktivnost (H/m),
e ¢ - poduzna kapacitivnost (F/m) i

e ¢ - poduzna odvodnost (S/m).
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Slika 1: Dvoprovodnicki vod. Napon i struja na odredenom mjestu na vodu
zavise od udaljenosti od generatora i vremena.

Poduzna otpornost modeluje gubitke u provodnicima, a poduzna odvodnost
gubitke u dielektriku izmedu provodnika. Poduzna induktivnost je posljedica
sopstvene induktivnosti provodnika, a poduzna kapacitivnost modeluje kapa-
citivne efekte koji se javljaju izmedu dva provodnika. Poduzna induktivnost
i kapacitivnost povezane su sa brzinom prostiranja elektromagnetnih talasa

na vodu
1

v? = o (1)



Slika 2: Model voda kaskadnom vezom mreza sa koncentrisanim parame-
trima.

Brzina prostiranja talasa na vodu jednaka je brzini prostiranja ravanskog
talasa u neogranicenoj sredini sa parametrima € i

1
NG

(2)

v =

Uvode se jos poduzna impedansa
z=7r+ jwl (3)

i poduzna admitansa
Y=g+ jwc. (4)

Homogen dvoprovodnicki vod se moze predstaviti kaskadnom vezom mreza
sa koncentrisanim parametrima kao na Slici 2. Svaka mreza na slici pred-
stavlja model sekcije voda duzine Ax kao Sto je prikazano na Slici 3. Ovaj
model dobro opisuje sekciju voda kada Az — 0.

Neka su napon i struja na presjeku voda na udaljenosti x od njegovog
pocetka i u trenutku ¢ jednaki u (z,t) i i (x,t), respektivno. Prema Kirhofo-
vim zakonima za kolo na Slici 4 vrijedi

0i (z,1t)
ot

(5)
i(x,t) —i(r+ Ax,t) = gAzu (x + Az, t) +chW. (6)

u(x,t) —u(x+ Ax,t) = rAwxi (z,t) + Az

Aproksimacijom pomoc¢u Tejlorovog reda kada Ax — 0 dobijamo

u(x+ Ax,t) =u(x,t) + %Am, (7)
i (2 4 Ax,t) =i (2,8) + méjt)m. (8)
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Slika 3: Sekcija voda.
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Slika 4: Model sekcije voda.




Sada je

——a“gi’ D i) 41215 gi b (9)
o g;’ ) = gu (z,t) + cw. (10)

Ove jednacine predstavljaju model voda u vremenskom domenu. Prvi put
ih je izveo Oliver Hevisajd za telegrafske vodove pa su poznate pod nazivom
jednacine telegraficara. Uobic¢ajeno je da se razdvoje jednacine po naponu
i struji. Diferenciranjem prve jednacine po x, a druge po t i sredivanjem
dobijamo

0?u (z,t)

o ou (z,t) N lcﬁgu (x,t) .

ot ot?

=rgu+ (rc+ gl) (11)
Analogno, diferenciranjem prve jednacine po t, a druge po x i sredivanjem,
dobijamo

0% (x,t)

ik 01 (x,t) N lca% (z, t)‘

ot ot?

=rgi+ (rz+ gl) (12)

1.1 Kompleksne jednacine prostiranja

Jednacine telegraficara su u opstem slucaju teske za rjesavanje. Medutim,
u prakti¢no znac¢ajnom slucaju ustaljenog prostoperiodi¢nog rezima, moguce
je iskoristiti kompleksne reprezentacije napona i struja na vodu. Pretposta-
vimo da su napon i struja na vodu u obliku

u(z,t) = V2U (z) cos (wt + 6 (), (13)

i(z,t) = V21 () cos (wt + 9 (z)) . (14)
Primjetimo da su amplituda i poc¢etna faza prostoperiodi¢nog napona i struje
zavisni od polozaja na vodu. Kompleksni predstavnici su takode funkcije
prostorne koordinate

w(z,t) © U(z) ™™ —U(z) = U, (15)

i(x,t) I (x)e¥@ =T (z) =1 (16)
U nastavku ¢emo, radi jednostavnijeg pisanja, podrazumijevati da su vrijed-

nosti kompleksnih predstavnika napona i struje funkcije prostorne promjen-
ljive x i ne¢emo to naglasavati. Kompleksni predstavnici parcijalnih izvoda



napona i struje po vremenu su

ou (z,1)

P e jull (@) = jwl, (17)
Ou(x,t) dU(x) dU
Ox <—> de  dz’ (18)
) t
WD s ol ) = jul, (19)
i (z,t) dl(x) dI
— = —. 2
ox <_> dx dx (20)
Jednacine prostiranja u kompleksnom obliku su sada
au
S = el =2l 1)
dl
~Z = (g4 juU=yU, 22)
odnosno,
d*U
d_xQ = z_Q, (23)
d*I
a2 zyl. (24)
Velicina
Y= /2y =a+jp, (25)

naziva se koeficijent prostiranja. Njen realni dio « je koeficijent slabljenja, a
imaginarni § fazni koeficijent.
Jednacine prostiranja su sada

d?U
d?I
d_a:; - ’_Y2£ =0. (27)

Ovo su talasne jednacine za talase napona i struje na vodu. Rjesenja ovih
jednacina su oblika

U=Cie ™ + Chel, (28)
I=Che 2+ Che. (29)
Posto iz (22) slijedi
1dU Y g
[=—-S5 =0 2e 2 — Cy2e™ 30
4 ~ dr _1§6 _2§8 , (30)



imamo da je

g y O
Co=0C==0C/=== 31
3 ~1 g ~1 g ZC’ ( )
0 y c,
— _C = — _ = — _—% 32
pri ¢emu je iskoristena (25). Velic¢ina
Z.= i (33)

naziva se karakteristicna impedansa voda. Kompleksni predstavnici napona
i struje na vodu su

U=_Cie™ + Che, (34)
C C

[ = =Lew _ =207,

I Zce Zce (35)

Konstante € i € imaju prirodu napona i odreduju se na osnovu rubnih
uslova.

U vecini prakti¢nih slucajeva, gubici na vodu su zanemarljivi r ~ 0, g ~ 0
pa je koeficijent prostiranja u tom slucaju

v= jwVie, (36)

odnosno o = 0 i 8 = wvlc. Karakteristicna impedansa je u tom slucaju

realna i iznosi
l
.=/ —. 37
\/; (37)

Moze se primjetiti da karakteristicna impedansa voda bez gubitaka ne zavisi
od njegove duzine.

2 Neogranicen vod

Na neograni¢enom vodu je u (34) i (35) C;, = 0 jer bi se u suprotnom
moglo dogoditi da efektivne vrijednosti napona i struje neograniceno rastu
duz voda. Takode je vrijednost koeficijenta C'; jednaka kompleksnom naponu
na pocetku voda. Sada je

Q — Qleflx — Qoeflz’ (38)
I = %—ie‘w = %—26_738. (39)
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Slika 5: Efektivne vrijednosti napona i struje na neograni¢enom vodu u za-
visnosti od pozicije na vodu.

Posto su
QO = erje(])
Zc = ZC€j¢c7
7=a+730,
1mamo
U = Upe e o5, (40)
U, )
I= 706—%6](00—,3&:—%). (41)

Trenutne vrijednosti napona i struje su
u(z,t) = V2Uye % cos (wt + Oy — fz), (42)
Ui
i(x,t) = \/5706_‘” cos (wt + by — B — ¢e) . (43)

Iz ovih jednacina zakljucujemo da su napon i struja na jednom mjestu na
vodu (fiksirano x) prostoperiodi¢ne veli¢ine sa frekvencijom w. Posmatrano
u jednom trenutku (fiksirano t), efektivne vrijednosti napona i struje ekspo-
nencijalno opadaju, Slika 5, dok se, u slu¢aju voda bez gubitaka (o = 0),
efektivne vrijednosti napona i struje ne mijenjaju duz voda, Slika 6.

Talasni oblici napona na neogranicenom vodu su prikazani na Slikama 7
i 8. Na Slici 7 prikazana je zavisnost napona od vremena na jednom mjestu
na vodu. Sa druge strane, na Slici 8 prikazana je zavisnost napona od mjesta
na vodu, u jednom trenutku.
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Slika 6: Efektivne vrijednosti napona i struje na neogranicenom vodu bez
gubitaka u zavisnosti od pozicije na vodu.
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Slika 7: Zavisnost napona na jednom mjestu neograni¢enog voda od vremena.
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Slika 8: Zavisnost napona od mjesta na vodu u jednom trenutku.

Talasni oblici struje na neogranicenom vodu su prikazani na Slikama 9 i
10. Na Slici 7 prikazana je zavisnost struje od vremena na jednom mjestu na
vodu. Sa druge strane, na Slici 10 prikazana je zavisnost struje od mjesta na
vodu, u jednom trenutku.
Impedansa na proizvoljnom mjestu na neograni¢enom vodu je
U ()

Z(z) = Z(x) =Z

e (44)
Dakle, karakteristicna impedansa voda je impedansa neograni¢cenog voda. U
sluc¢aju neogranicenog voda, generator neprestano predaje energiju vodu koja
se trosi na gubicima, ali i za uspostavljanje elektromagnetnog polja u prostoru
oko voda. Dakle, neogranicen vod se ponasa kao prijemnik ¢ija je impedansa
jednaka karakteristicnoj impedansi voda. Zanimljiv je slu¢aj neograni¢enog
voda bez gubitaka. Takav vod ¢e svu energiju koju mu generator predaje
trositi na formiranje elektromagnetnog polja i nikada nece vracati dio energije
generatoru. Dakle, iako je vod bez gubitaka, reaktivna snaga na ulazu voda,
a time i reaktansa voda su jednake nuli, odnosno, karakteristicna impedansa
voda bez gubitaka ima realnu vrijednost.
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Slika 9: Zavisnost struje na jednom mjestu neograni¢enog voda od vremena.
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Slika 10: Zavisnost struje od mjesta na vodu u jednom trenutku.
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3 Talasna duzina i brzina prostiranja talasa

Na vodu se javljaju talasi napona i struje. Talasna duzina ovih talasa

jednaka je
2w

5

U datom trenutku ¢ i na poziciji x faza napona na neograni¢enom vodu

A (45)
je
0 = wt + 6y — f. (46)
Ako fiksiramo vrijednost faze 6, mozemo zakljuciti da je, u trenutku ¢, tre-
nutna faza napona jednaka # na mjestu
. wt + 90 —0
3 )

Tokom vremena, ova vrijednost faze se pomjera duz voda. Brzina kojom se
faza “krece” je

x (47)

dr w
V= — = — 48
Dakle, talasi se pomjeraju duz neogranicenog voda, udaljavajuci se od
generatora brzinom v. Na ovom vodu postoji napredovanje ili prostiranje

talasa. Brzina kojom se prostiru talasi zove se brzina prostiranja.

4 Ogranicen vod

Kada je vod ogranicen, duzine d, i talas dode do njegovog kraja doci
¢e do pojave refleksije talasa. Zbog toga ¢e talasi napona i struje na vodu
biti superpozicija direktnog i reflektovanog talasa. Ve¢ je pokazano da su
kompleksni napon i struja na vodu

U=Cre 4+ Ce2*=U+U", (49)
C C
L=Zer-go=I+l (50)

Imajuéi u vidu da prvi ¢lanovi u obje jednacine odgovaraju struji, odnosno,
naponu na neogranicenom vodu na kojem nema refleksije, slijedi da prvi
¢lanovi u ovim jednacinama, U’ i I’, predstavljaju kompleksne vrijednosti
direktnih,a drugi ¢lanovi, U” i I”, reflektovanih talasa napona, odnosno,
struje.

12



Da bismo odredili vrijednosti integracionih konstanti C'; i C; potrebni
su nam granic¢ni uslovi za struju i napon. U ovu svrhu mozemo koristiti
vrijednosti napona i struja na pocetku ili kraju voda

U (0) = Uy, (51)
L(0) = L, (52)
odnosno,
U (d) = Uy, (53)
I(d) =1, (54)
Iskoristi¢emo granicne uslove na kraju voda, tj. za x = d. Tada je
Qle_wd + Q267d =U,, (55)
Qleﬂd - Q2€7d =2, (56)
Rjesavanjem ovog sistema i uvrstavanjem u (49) i (50) dobijamo
U= 3 (U4 ZL) ) 4 L (U~ Z,I,) e ), (57)
t= 220 (Uy+ Z.1y) ) 220 (Uy=ZoLy) e, (58)
odnosno,
U=Uychy(d—2)+2ZLyshy(d—1x), (59)
[:%shz(d—x)—i-ldchl(d—x), (60)

Koristenjem ovih jednacina moguce je odrediti kompleksni napon i struju na
proizvoljnom mjestu na vodu, pod uslovom da su poznati kompleksni napon
i struja na pocetku voda.

Ulazni napon i struja voda se dobijaju za x =0

Uy=U,chyd+ Z.1,;sh~d, (61)

U
lOZE_dShld—i_ldChld‘ (62)
Ove jednacine sugerisu da je vod moguce posmatrati kao mrezu sa dva pri-
stupa ¢iji su a-parametri

a1 = Chldv (63)

Qyp = Zc sh 1d7 (64)
1

W =7 shd, (65)

9y = chyd. (66)

13



Lako se provjerava da je deta = 11 a;; = ay, pa je ova mreza sa dva pristupa
reciprocna i simetri¢na.
Karakteristi¢ni prenosni koeficijent ove mreze je

L. =n1d, (67)

Sto znadi da je koeficijent prostiranja voda, u stvari, poduzni karakterstic¢ni
prenosni koeficijent. Takode, karakteristicna impedansa ove mreze sa dva
pristupa jednaka je karakteristicnoj impedansi voda.

Ako sa Z = zd ozna¢imo ukupnu rednu impedansu voda, a sa Y = yd
ukupnu odvodnu admitansu voda dobijamo da je karakteristicna impedansa

jednaka
Z
Z=\[=\y (68)

a karakteristi¢ni prenosni koeficijent

| e

1
L, =7d="/zd = /ZY. (69)

Ako je vod bez gubitaka, tada je « = 0 pa je

chyz = ch jfx = cos Sz, (70)
sh1;: = sh jfz = jsin fx, (71)

odakle slijedi
U=Uycosf(d—x)+jZ.I,;sinp(d—zx), (72)
i:jg_—dsinﬁ(d—x)+ldcosﬁ(d—x). (73)

Koeficijent refleksije na vodu se definise kao kolicnik kompleksnih napona
reflektovanog i direktnog talasa

U//
= ? (74)
Iz (49) i (50) se vidi da vrijedi i
]//
L=—7. (75)

Razmotri¢emo sada nekoliko karakteristicnih slucajeva ogranicenog voda.
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4.1 Vod zatvoren karakteristicnom impedansom

Pretpostavimo sada da je vod zatvoren svojom karakteristicnom impe-
dansom. Kompleksni napon i struja na kraju voda su povezani relacijom

Uy= 2.1, (76)

pa su kompleksni napon i struja na vodu
U=2.J1,[chy(d—z)+shy(d—z)] = Z,e2"™, (77)
I=1I,[shy(d—x)+chy(d—1)] = [ el (78)

Kompleksni napon i struja na pocetku vodu su

pa se kompleksni napon i struja na vodu mogu izraziti i u funkciji napona i
struje na pocetku voda

Trenutne vrijednosti napona i struje na vodu su sada

u(z,t) = V2Uye ™ cos (wt + by — fz) (83)
i(z,1) = V2L, cos (wt + 0y — ¢ — B). (84)

Ove jednacine su identicne jednacinama kojima su dati napon i struja na
neogranicenom vodu pa zaklju¢ujemo da se vod zatvoren svojom karakteri-
sticnom impedansom ponasa kao neogranicen vod. Postosu U” =01 I"” = 0,
u ovom slucaju je koeficijent refleksije jednak nuli.

Impedansa na proizvoljnom mjestu na vodu je

3

J===7. (85)

7 T 4

Dakle, impedansa na proizvoljnom mjestu na vodu zatvorenom karakteri-

sticnom impedansom jednaka je karakteristicnoj impedansi voda.
Kompleksna snaga na vodu je

*

U « U2
§ _ u* — Qoeflxg_gefl T _ Z_()]k€72ax. (86)
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Slika 11: Zavisnost aktivne i reaktivne snage od udaljenosti od pocetka voda
za slucaj kada je vod zatvoren svojom karakteristicnom impedansom.

Odavde je

2

U
§=P+jQ= 77 (cosge +jsinge). (87)

Vidimo da na vodu zatvorenom karakteristicnom impedansom aktivna i re-
aktivna snaga opadaju sa udaljenos¢u od pocetka voda, Slika 11. Ukoliko je
vod bez gubitaka, o = 0 reaktivna snaga je jednaka nuli, a aktivna snaga je
konstantna duz voda.

4.2 Otvoren vod

Za otvoren vod vazi I; = 0 pa jednacine telegraficara postaju

U =Uychy(d ), (53)
L:%Shi(d—x). (89)

e

U ovom slucaju napon i struja imaju slozenu prostornu raspodjelu. Faze
napona i struje nisu linearne funkcije udaljenosti od generatora, x, pa brzina
prostiranja faze, u opstem slucaju, nije konstantna.

Ulazna impedansa otvorenog voda je

Z,= Y _ Z,. coth vd. (90)

“Zo io
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Napon i struja na otvorenom vodu se mogu napisati u obliku

1 1

U=Uschy(d—2)= EUdel(d_‘”) + EQde_l(d_z), (91)
U U U,

L=Zhald=a) =gz ™ =gz (52)

Kompleksni napon direktnog talasa na pocetku voda je

1

Uy = ngeld, (93)

pa je
U =Upe ™ + Upe 9 ="' + U”, (94)
I= E_O ) %6_”%“ =1+ (95)

U slucaju otvorenog voda koeficijent refleksije je

B Q”

FZE(@—E

r — ¢~ 2ld-a), (96)
Koeficijent refleksije na kraju voda je I' (d) = 1. Znaci napon reflektovanog
talasa na kraju otvorenog voda je jednak naponu direktnog talasa. Takode,
struja reflektovanog talasa jednaka je struji direktnog talasa, ali ima suprotnu
fazu pa je struja na kraju voda jednaka nuli.

Koeficijent refleksije na otvorenom vodu bez gubitaka je
[ = ¢ 72hld—2) (97)

Vidimo da je, u ovom slucaju, || = 1, odnosno, efektivne vrijednosti re-
flektovanog i direktnog talasa napona su jednake u svakoj tacki voda. Na
osnovu (75) zakljucujemo da ista relacija vrijedi i za efektivne vrijednosti
reflektovanog i direktnog talasa struje.

Kompleksni napon i struja na otvorenom vodu bez gubitaka su

U="U,cosf(d—ux), (98)
I=jZUsinf(d—x). (99)

U drugoj jednacini je iskoriStena ¢injenica da je karakteristicna impedansa
voda bez gubitaka realna velicina. U ovom sluc¢aju faze napona i struje ne
zavise od prostorne promjenljive, x, odnosno, faza talasa se ne pomjera duz
voda pa je brzina prostiranja talasa jednaka nuli. Na vodu su formirani
stojeci talast.
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Slika 12: Efektivne vrijednosti napona i struje na otvorenom vodu bez gubi-
taka.

Efektivne vrijednosti napona i struje su

U = Uylcos 5 (d — z)|, (100)
I = %]sinﬁ(d—x)\. (101)

Grafici zavisnosti efektivnih vrijednosti napona i struje od polozaja na vodu
prikazani su na Slici 12. Mjesta na kojima je efektivna vrijednost napona,
odnosno, struje jednaka nuli nazivaju se cvorovi talasa napona, odnosno,
struje. Cvorovi talasa napona su na mjestima na kojima je

B(d—x):(2n+1)g,n:O,l,..., (102)

odnosno,
A
xn:d—(2n+1)z,n20,1,.... (103)

Cvorovi talasa struje su na mjestima na kojima je

f(d—z)=nmr, n=0,1,..., (104)
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odnosno,

A
xn:d—ni,n:(),l,.... (105)

Vidimo da talas struje mora imati ¢vor na kraju otvorenog voda.
Bregovi talasa napona su na mjestima na kojima je

fd—z)=nrn=01,..., (106)
pa je
A
xn:d—ng,n:(),l,.... (107)
Bregovi talasa struje su na mjestima na kojima je
B(d—x):(2n+1)g,n:O,l,..., (108)
odakle je
A
xn:d—(2n+1)1,n20,1,.... (109)

Talas napona ima brijeg na kraju otvorenog voda.
Tako u slucaju pojave stoje¢ih talasa nema prostiranja talasa, trenutne
vrijednosti napona i struje duz voda se mijenjaju sa vremenom

u(z,t) = V2Uzcos B (d — ) cos (wt + 0,) , (110)

i(x,t) :ﬁ%Sin/B(d—iﬂ)COS (wt+¢9d+g> : (111)
c
Grafik trenutne vrijednosti napona je prikazan na Slici 13.

Vidimo da su na odredenim mjestima na otvorenom vodu efektivne vri-
jednosti napona i struje jednake nuli. Znaci, mozemo govoriti o pojavi re-
zonancije i antirezonancije na otvorenom vodu. Posmatrajmo impedansu
otvorenog voda na udaljenosti = od generatora (pocetka voda)

Z = Z.cothy(d—z). (112)
Za vod bez gubitaka ova jednacina postaje
Z=-jZ.ctgfB(d—1x). (113)

Grafik zavisnosti impedanse od udaljenosti prikazan je na Slici 14. Rezonancija
se postize kada je Z = 0, a antirezonancija kada Z — oo. Ocigledno, pozicije
na vodu na kojima je postignuta rezonancija, odnosno, antirezonancija zavise
od frekvencije generatora i duzine voda.
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Slika 13: Talasni oblik napona na otvorenom vodu.

= |
I

Slika 14: Impedansa otvorenog voda.
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Ulazna impedansa otvorenog voda bez gubitaka je
Zy = —jZ.ctg pd. (114)
Rezonancija na pocetku voda date duzine se postize kada je

Bd:(2n+1)g,n:0,1,.... (115)

Posto je f = wVlc, rezonancija se postize na frekvencijama generatora

s
Wopr1 =2n+1) ——, n=0,1,.... 116
2n+1 ( )Qd\/E ( )

Antirezonancija na pocetku voda se postize kada je
™
5d:2n§,n:0,1,..., (117)
odnosno, na frekvencijama
n=12,.... (118)

Za fiksiranu frekvenciju pobudnog generatora, posto je A = %“, moguce

je odrediti duzinu voda tako da se na njegovom pocetku javlja rezonancija
A
dops1 = (2n—|—1)1, n=20,1,..., (119)

odnosno, antirezonancija

A
dgn:ni, n=12,... (120)

4.3 Vod u kratkom spoju
Za vod u kratkom spoju vazi U,; = 0 pa jednacine telegraficara postaju
U=ZJyshy(d—u1), (121)
I=1TI;chy(d—=x). (122)

Kod voda u kratkom spoju, takode, brzina prostiranja faze, u opstem slucaju,
nije konstantna. Impedansa voda u kratkom spoju na udaljenosti x od ge-

neratora je
Zy = Z.tanhy (d — ). (123)
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Iz (123) i (90) slijedi
72 = 2,7, (124)

Napon i struja na vodu u kratkom spoju se mogu napisati u obliku

U= —Z—;ld erld=a) _ %e‘“d‘x) =U'+U", (125)
ld y(d—z) ld —v(d—=x) / "
L= T 4 e = 4 1, (126)

gdje su U' i I' kompleksni napon i struja direktnog talasa, a U” i I” kom-
pleksni napon i struja reflektovanog talasa. Koeficijent refleksije je
U/l [/l

L=T(1)= 2 =

= o= —e2(d=a), (127)

Koeficijent refleksije na kraju voda je I' (d) = —1. Dakle, napon reflektovanog
talasa na kraju voda je jednak naponu direktnog talasa, ali ima suprotnu fazu
pa je ukupni napon na kraju voda jednak nuli. Struja reflektovanog talasa
na kraju voda je jednaka struji direktnog talasa.

Koeficijent refleksije na vodu bez gubitaka u kratkom spoju je

[ = ¢ 9%d-), (128)

I u ovom slucaju je |I'| = 1, odnosno, efektivne vrijednosti napona i struja
direktnog i reflektovanog talasa su jednake.
Kompleksni napon i struja na vodu bez gubitaka u kratkom spoju su

U=jZJsinf(d—z), (129)
I=1I,cosp(d—ux), (130)

[ u slucaju voda bez gubitaka u kratkom spoju, faze napona i struje ne zavise
od prostorne promjenljive pa se na vodu formiraju stojeci talasi.
Efektivne vrijednosti napona i struje su

U= Z.lsin B (d — z)|, (131)
I = I4|cos B (d — x)|. (132)

Grafici zavisnosti efektivnih vrijednosti napona i struje su prikazani na Slici 15.

Cvorovi talasa napona su na mjestima na kojima je

f(d—z)=nm, n=01,..., (133)
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Slika 15: Efektivne vrijednosti napona i struje na vodu bez gubitaka u krat-
kom spoju.

odnosno,
A
xn:d—nE,nzo,l,... (134)

Cvorovi talasa struje su na mjestima na kojima je

™

/B(d—:v):(2n-|—1)2,n:O,l,..., (135)

odnosno \
xnzd—(2n—|—1)1,n=071,... (136)

Talas napona ima ¢vor na kraju voda u kratkom spoju.
Bregovi talasa napona su na mjestima na kojima je

6(d—x)=(2n+1)g,nzO,l,..., (137)

odnosno )
xn:d—(2n+1)z,n20,1,... (138)

Bregovi talasa struje su na mjestima na kojima je

f(d—z)=nm, n=0,1,..., (139)
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Slika 16: Impedansa voda u kratkom spoju.

odnosno,
A
xn:d—n§,n:0,1,... (140)
Talas struje ima brijeg na kraju voda u kratkom spoju.

Iako na vodu bez gubitaka u kratkom spoju nema prostiranja talasa,
trenutne vrijednosti napona i struje se mijenjaju u vremenu

w(z,t) = 2ZIysin B (d — x) cos (wt + g + g) ; (141)
i(z,t) = V21 cos B (d — x) cos (wt + 1) . (142)

Impedansa voda bez gubitaka u kratkom spoju na udaljenosti x od gene-
ratora ima oblik

Zi = jZetgB(d— ). (143)

Grafik zavisnosti modula impedanse od udaljenosti od generatora je prikazan
na Slici 16.
Ulazna impedansa voda bez gubitaka u kratkom spoju je

Zy, = jZctgfd. (144)

Rezonancija na pocetku voda se moze posti¢i bilo promjenom frekvencije
(talasne duzine) generatora, bilo promjenom duzine voda. Rezonancija na
pocetku voda se postize za

dean,n:O,l,.... (145)
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Dakle, za vod date duzine d, rezonancija se postize kada je frekvencija gene-

ratora
nm

Wy =——,n=12,..., 146
N (146)

odnosno, za datu frekvenciju generatora w, kada je duzina voda

A
doy, = 2n§,n =1,2,.... (147)
Analogno, antirezonancija na pocetku voda se postize za
Bd:(2n+1)g,n:0,1,.... (148)

Na vodu date duzine d, antirezonancija se postize kada je frekvencija gene-
ratora T
w2n+1:(2n+1)— 712172,..., (149)

2dv/lIc’

odnosno, za datu frekvenciju generatora w, kada je duzina voda

A
d2n+1 = (2n+1) Z TL:O,]_,... (150)

4.4 Vod zatvoren proizvoljnom impedansom

Na Slici 17 prikazan je vod bez gubitaka na koji su prikljuceni generator
1 opteretna impedansa, Z,. Jednacine telegraficara za ogranicen vod su (57)
i (58), ponovljene ovdje radi preglednosti

U= Yat Zela +2Z01d i) | Ya = Zely _QZClde—V(d‘x) =U'+U", (151
l _ Qd ;_chld el(d_z) . Qd Q_chld e—l(d—x) _ ll + l”- (152)
Koeficijent refleksije je, u ovom slucaju,
v u,-Z.1,
[==— = —¢% —c¢=d *21(‘[*93). 153
U Uzl (153)
Posto je U, = Z,1,, dobijamo
Z — 7
=20~ Zenw) _p @) _p oo (154)
Zp+Zc P P
gdje je
P o Teim — 2~ Ze 155
=p pe — Zp —l—Zc’ ( )



g

'i

5| )
b2
U k/ '-[ :‘1
0 /

J

) o
1

Slika 17: Vod zatvoren proizvoljnom impedansom.

koeficijent refleksije na kraju voda, odnosno, na mjestu na kojem je pri-
kljuceno opterecenje, a y = d — x udaljenost od kraja voda.
Moduo koeficijenta refleksije je

ILJ = [Cyle™™. (156)

Njegova vrijednost je maksimalna na kraju voda i eksponencijalno opada

prema njegovom pocetku. U slucaju voda bez gubitaka moduo koeficijenta

refleksije se ne mijenja duz voda i jednak je modulu koeficijenta refleksije na

kraju voda |['| = |[,|. Ovo je posljedica ¢injenice da se efektivne vrijednosti

direktnog i reflektovanog talasa napona ne mijenjaju duz voda bez gubitaka.
Impedansa na udaljenosti  od pocetka voda je

QJ

_ Zychy(d—2)+Z shy(d—z)

Z

1 = Z,shy(d—x)+ Z,ch(d— )
Z,+ Z.tanh~y (d — )
T°Z.+ Z,tanhy (d —z)

(157)

|
N

Impedansa voda je povezana sa koeficijentom refleksije. Kao sto smo
pokazali, kompleksni napon i struja se mogu izraziti koristenjem kompleksnih
napona i struja direktnog i reflektovanog talasa

U=U+U"=U+IU, (158)
[=T'+I'"=T-TT. (159)
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Ovdje je koristena i definicija koeficijenta refleksije, I
Impedansa voda je sada

U 1+TLU
L=—=——=—. 160
Posto je % = Z_, dobijamo
1+1I
L =7—-=. 161
Prema (154), impedansa voda se moze napisati i u obliku
1+ e 2
Z=Z5— =5 (162)
1 —Le =
U slucaju voda bez gubitaka
14 Tpe720y=m) 14 T,elm
Z= ch — T,e—3(2By=ny) o ZC1 —Tein’ (163)

gdje je n = 1, — 2By. Mozemo primjetiti da je impedansa u ovom slucaju

periodi¢na funkcija udaljenosti od opterecenja, ¥, i osnovni period je jednak
A

5.
Moduo impedanse je

1412+ 2T, cos
2= | (164)
14T, =2, cosn

Na mjestima na kojima je 25y—m, = 2nm, odnosno, y = ;’—g—n’%, n=20,1,...,
impedansa ima maksimalnu vrijednost

14T,

Zmam = ch — Fp‘ (165)
Na mjestima na kojima je 25y — 1, = (2n+1)m, odnosno, y = ;7_2 —
(2n+1) %, n =0,1,..., impedansa ima minimalnu vrijednost
1-T
Zmin - Zc p. 166
1+1, (166)

U tackama u kojima impedansa poprima minimalnu ili maksimalnu vrijed-
nost, ona je i realna i ne zavisi od argumenta impedanse opterecenja, odnosno,
argumenta koeficijenta refleksije.
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Kompleksna snaga koja se prenosi kroz presjek voda na udaljenosti x od
njegovog pocetka je jednaka

S=UI"=UT"(1+T)(1-I"). (167)
Za slucaj voda bez gubitaka kompleksna snaga je jednaka

U12

§ = = [L=IL, P + j2IL, | sin (n, —26y)] (168)
Aktivna snaga je
Ulz 2 / 1
P:ZC (1—|L,)?) =P =P, (169)
a rekativna
U/2 )
Q = 2L, |sin (1, — 28y) . (170)

Komponenta aktivne snage P’ je aktivna snaga direktnog talasa, a P” =
IL,| P’ je aktivna snaga reflektovanog talasa. Posto je efektivna vrijednost
direktnog talasa napona U’ konstantna duz voda bez gubitaka i vrijednost
aktivne snage je konstantna duz voda bez gubitaka. U slucaju kada na vodu
nema refleksije I, = 0, aktivna snaga je maksimalna i iznosi

U/2

P .
Ze

(171)

Sa druge strane, u slucaju totalne refleksije |I', | = 1 aktivna snaga je jednaka
nuli i u tom sluc¢aju vod ne prenosi energiju. Ranije je pokazano da u ovom
slu¢aju na vodu dolazi do pojave stojec¢ih talasa napona i struje.
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