Glava 2

KONTINUALNI SIGNALI

Kontinnalni signal je jednoznacno definisan za svaku vrijednost nezavisne
varijable, osim u konacnom broju tacaka. Ukoliko amplituda kontinualnog
signala moze da poprimi proizvoljnu vrijednost iz dozvoljenog opsega, kazemo
da se radi o analognom signalu. Za signale cije vrijednosti amplitude pripadaju
konacnom skupu kazemo da su kvantovani po amplitudi ili samo kvantovani,
ukoliko podrazumijevamo da radimo sa signalima kontinualnim u vremenu.

Podrazumijevajuéi da radimo sa jednodimenzionalnim signalima kod kojih
je nezavisna vatijabla vrijeme, kontinualni signal oznac¢avamo sa x(¢), gdje je ¢
simbol za nezavisnu varijablu. Primjeri analitickih izraza za kontinualne signale
sw: x(f)=e”, x(f)=cost i x(t)=1, t| <T, A x(t)=0, t| >T, . Na Slici 2.1

graficki su prikazani primjeri kontinualnih signala.
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Slika 2.1 Primjeri kontinualnih signala.



Kontinualni signali

2.1 Kilasifikacija kontinualnih signala

Klasifikacija signala je zasnovana na njihovim osobinama koje vrlo cesto
oslikavaju osobine fizickih pojava koje opisuju. Tako govorimo o realnim i
kompleksnim, periodi¢nim 1 neperiodicnim, deterministickim i stohastickim, te
signalima energije i signalima snage. Budu¢i da su u osnovi funkcije,
klasifikacija signala je sli¢na klasifikaciji funkcija.

2.11 Jednodimenzionalni i viSedimenzionalni signali

Signali mogu biti funkcije jedne ili viSe nezavisnih varijabli, te govorimo o
Jednodimenzionalnim i visedimenzionalnim  signalima. Prilikom posmatranja
jednodimenzionalnih signala najce$¢e podrazumijevamo da je nezavisna
varijabla vrijeme, kod dvodimenzionalnih prostorne varijable, a kod
trodimenzionalnih tri prostorne ili dvije prostorne i jedna vremenska varijabla.

2.1.2 Realni i kompleksni signali

Signal moze biti realna ili kompleksna matematicka funkcija realne ili
kompleksne nezavisne varijable. Shodno tome govorimo o realnim signalima,
odnosno o kompleksnim signalima. Realni signali svakoj vrijednosti nezavisne
varijable pridruzuju realan broj, dok su vrijednosti kompleksnih signala za
svaku vrijednost nezavisne promjenljive kompleksni brojevi, predstavljeni
svojim realnim i imaginarnim dijelom, ili modulom i argumentom. Kompleksni
signali se uglavnom vjestacki formiraju uzimajudi za realni 1 imaginarni dio, ili
za modul i argument, dva realna signala. Na primjer, modul kompleksnog
signala moze da predstavlja intenzitet, a argument smjer vjetra, elektricnog ili
magnetnog polja u toku vremena u nekoj tacki prostora. Potrebno je pomenuti
da se, prilikom nekih analiza, realni signali realnih varijabli preslikavaju u
kompleksne funkcije realnih ili kompleksnih varijabli.

Graficka predstava kompleksnih signala zasniva se na zasebnom prikazu
njthovog realnog i imaginarnog dijela, ili zasebnom prikazu modula i
argumenta, kao na Slici 2.2.
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Slika 2.2 (a) Realni dio; (b) imaginarni dio; (c) modul i
(d) argument kompleksnog signala.

Y

2.1.3 Parniineparni signali
Parni signali su osno simetricni u odnosu na ordinatu, dok su neparni signali

centralno simetri¢ni u odnosu na koordinatni pocetak. Za signal kazemo da je
paran ako vrijedi:

x(-1)=x(1), e
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Slika 2.3 (a) Parni i (b) neparni signal.

dok je signal neparan ako je:

x(—t) = —x(t) .

@)

(b)

2.2)

Primjeri parnih i neparnih signala dati su na Slici 2.3. Svaki signal je moguce

razloziti na njegov parni P{x(t)} 1 neparni N{x(t)} dio:

x(t) = P{x(z‘)} + ./\/{x(t)}

Buducdi da je:

x(=t)=Plr(=0)}+ Mx(=0)} = Plx(0)} - M {x(1)}

parni i neparni dio signala se odreduju na sljedeéi nacin:
1
P{x(z‘)} = E[x(t) + x(—z‘)] ,

N{x(t)}z%[x(l)—x(—t)]

2.3)

(2.4

(2.5)

(2.6)

Primjer razlaganja signala na parni i neparni dio dat je na Slici 2.4.
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Slika 2.4 Dekompozicija signala na parni i neparni dio: (a) originalni signal;
(b) parni dio signala i (c) neparni dio signala.

2.1.4 Kauzalni i nekauzalni signali

Ako sa =0 oznacimo pocetni trenutak posmatranja neke pojave sa kojom je
vezan dati signal, onda kazemo da je signal £auzalan ukoliko je x(¢)=0, V¢ <0.

Ako x(f)#0 za neko t<0 kazemo da je signal nekanzalan. Signal je
antifanzalan ako je x(t)=0, V¢>0. Na Slici 2.5 su prikazani primjeri

nekauzalnog, kauzalnog i antikauzalnog signala.
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Slika 2.5 (a) Nekauzalni signal; (b) kauzalni signal i (c) antikauzalni signal.

2.1.5 Periodi¢ni i neperiodi¢ni signali

Ako postoji pozitivna vrijednost za T takva da vrijedi:
x(t)=x(t+T), Ve, (2.7)

kazemo da je signal periodican sa periodom T , u suprotnom je neperiodican. Svaki
signal periodican sa periodom T je periodican i sa periodom mT, me Z .
Osnovni  period 1, je najmanja pozitivnha vrijednost 7 za koju je
uslov periodi¢nosti ispunjen. Ova definicija osnovnog perioda vrijedi za sve
signale izuzev konstante. U slu¢aju konstante osnovni period je nedefinisan, jer
je konstantni signal periodican za bilo koji izbor T, tako da ne postoji
najmanja pozitivna vrijednost za 7 . Na Slici 2.6 dati su primjeti periodi¢nog i
neperiodicnog signala.
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Slika 2.6 (a) Periodican signal 1 (b) neperiodican signal.
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2.1.6 Signali energije i signali snage
Energija signala na zatvorenom intervalu vremena T =[t,,1,] je definisana sa:
t 5
W, = [|x(e)] dt, 2.8)
dok je ukupna energija signala:

W, = T|x(t)|2 dt . 2.9)

Signale sa konacnom ukupnom energijom nazivamo energetskim signalima. Kod
takvih signala je srednja snaga, koja se definise sa:

T
P =lim+ j ()t , (2.10)
T
jednaka nuli, jer je }im W, konacno, odakle slijedi da je:

14



Kontinualni signali

P =lim2z @.11)
T—eo T

jednako nuli.
Kod signala ¢ija je ukupna energija W, :}im W, beskonacno velika srednja

snaga moze biti konacna ili beskonacna. Signale sa beskonacno velikom
energijom 1 konacnom srednjom snagom (razli¢itom od nule) nazivamo
signalima snage. Periodic¢ni signali imaju beskonaénu energiju, ali im je srednja
snaga najcesée konacna, te ih ubrajamo u signale snage.

2.1.7 DeterministiCki i stohasticki signali

Deterministicki signal je matematicka funkcija koja je jednoznacno definisana za
svaku vrijednost nezavisne varijable.

Stobasticki  signal i slucajni proces ima vrijednosti koje u svakom
vremenskom trenutku predstavljaju slucajnu varijablu. Slucajni proces je
funkcija dva nezavisna argumenta. Prvi argument, vrijeme, pripada skupu
realnih brojeva. Drugi argument je slucajna varijabla koja predstavlja ishod
hipotetickog fizickog eksperimenta. Slucajni proces predstavlja familiju
(ansambl) realizacija (matematickih funkcija vremena) za razlicite ishode
eksperimenta. Za svaki ishod eksperimenta dobija se jedna realizacija slu¢ajnog
procesa. Analiza i obrada stohastickih signala se zasniva na teotiji vjerovatnoce
1 slucajnih varijabli i izlazi iz okvira ove knjige.

2.2 Elementarni signali

Analiza 1 obrada signala se pojednostavljuje uvodenjem elementarnih signala i
svodenjem slozenih problema analize i obrade signala na jednostavnije
slucajeve analize i obrade elementarnih signala. U ovom dijelu uveséemo
nekoliko posebno vaznih kontinualnih signala, koji ne samo da se cesto
pojavljuju u prirodi, ve¢ ih cesto koristimo pri konstrukciji sloZenijih signala.
Medu njima najvaznija mjesta zauzimaju jedini¢ni odskocni signal, signal znaka,
signal nagiba, pravougaoni i trougaoni impuls, jedini¢ni impuls beskonacno
velike amplitude, te kompleksni eksponencijalni, sinusni i sinc signali.
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2.21 Jedini¢ni odskoc¢ni signal

Jedinicni odskocni signal se definise sa:

0, <0
u(t)={1 0 (2.12)

Vrijednost u nuli nije definisana. Ovaj signal se cesto naziva i Hevisajdova
funkeija, u cast naucnika Hevisajda (Oliver Heaviside, 1850-1925), iako se
Hevisajdova funkcija originalno definise sa:

0, <0
1

u, ()= > t=0. (2.13)
1, >0

Jedini¢ni odskoc¢ni signal je prikazan na Slici 2.7. Primijetimo da oba ova
signala imaju diskontinuitet u =0, §. u(0,)#u(0_) i u,(0,)#u,(0.).

Jedini¢ni odskocni signal igra vaznu ulogu u ispitivanju osobina sistema.

Au(t)

Slika 2.7 Jedinic¢ni odskocni signal.
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2.2.2 Signal znaka

Signal znaka se definise sa:

-1, ¢t<0
sgn(t)=40, ¢=0. (2.14)
I, ¢>0

Ovaj signal je prikazan na Slici 2.8. Izmedu signala znaka i Hevisajdove
funkcije postoji sljedeca veza:

sgn(t)=2u,(t)-1. (2.15)

Asgn(t)

Slika 2.8 Signal znaka.

2.2.3 Signal nagiba

Signal nagiba je definisan sa:

r(1) ={0’ r<0 2.16)

t, >0

Signal nagiba je prikazan na Slici 2.9.
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Slika 2.9  Signal nagiba.

Sa jedini¢nim odsko¢nim signalom je povezan na sljedeci nacin:

r(t)= ju(f)dl‘, (2.17)
u(t)=dr7(tt), t#0. (2.18)

2.2.4 Pravougaoni impuls

Pravongaoni impuls, dat sa:

T
Lo <5

P, (l‘)= e (2.19)
0, |t| >E

prikazan je na Slici 2.10. Vrijednosti pravougaonog impulsa za t:ig nisu

definisane.
Vrijednosti pravougaonog impulsa se iz jedinicnog odskoc¢nog signala mogu
dobiti na sljedeci nacin:

18
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Slika 2.10 Pravougaoni impuls.
T T T
t)=u|t+—|—ult——|, Vi#x—. 2.20
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2.2.5 Trougaoni impuls

Trougaoni impuls, prikazan na Slici 2.11, se analiticki zapisuje sa:

1+ “Tep<o
T 2
A=l z
p(t)=141 - os|t|s2 (2.21)
o, >
2
A D2 (t)
1
0 3

Slika 2.11 Trougaoni impuls.

19



GLAVA 2

Trougaoni impuls se moze izraziti preko signala nagiba sa:

pTA(t)=%{r[t+%j—2r(t)+r(t—%ﬂ. (2.22)

2.2.6 Dirakov impuls

Jedinitna impulsna funkcija, nazvana Dirakova funkcija 11 Dirakov impuls u Cast
fizicara Diraka (Paul Dirac, 1902-1984), se moze posmatrati kao grani¢ni slucaj

pravougaonog impulsa p, (¢) jedini¢ne povtsine (jedinicnog pravougaonog impulsa):

58 ([):ipg (t)’ (223)

kada njegova Sirina tezi ka nuli, a amplituda beskonacno raste. Pri tome
povrsina impulsa ostaje jednaka jedinici, pogledati Sliku 2.12. Dakle, Dirakov
impuls se moze zapisati kao:

8(t)=1im, (¢). (2.24)

Ovako uveden Dirakov impuls je nekauzalan. Kauzalna verzija Dirakovog
impulsa se dobije kao granicni slu¢aj kauzalnog impulsa, kao na Slici 2.13.

Y

—_& & & £3 £2 &
2 2 2 2

Slika 2.12  Jedinicni pravougaoni impulsi.
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Slika 2.13 Kauzalni jedinic¢ni pravougaoni impulsi.

5(t)

Y

0
Slika 2.14 Dirakov impuls.
Dirakov impuls, prikazan na Slici 2.14, se moze definisati kao funkcija koja

u nuli ima beskonac¢no veliku vrijednost, dok je u svakom drugom trenutku
jednaka nuli:

00, =0
5(f)={0’ 20 (2.25)
sa osobinom da je:
o 0, £
J;é(r)dt =Oj §(t)dt=1€i£137€§£(t)dt =1. (2.26)

Vrijednost integrala Dirakovog impulsa sa proizvoljnim granicama je
jednaka jedinici ako oblast integraljenja obuhvata Dirakov impuls. Jaiina ndara
se definiSe kao povrsina impulsa cije trajanje tezi ka nuli a amplituda
beskonacno velikoj vrijednosti.
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Slika 2.15 Dirakov impuls jacine udara @.

Ako signal ima beskona¢no veliku vrijednost u nuli i vrijednost nula u
svakom drugom trenutku, a pri tome vrijednost integrala (2.26) nije jednaka
jedinici ve¢ nekoj vrijednosti @, radi se o Dirakovom impulsu jacine udara @.
Tako (2.25) 1 (2.20) vrijede 1 za kauzalan 1 za nekauzalan Dirakov impuls, mi
¢emo u nastavku izlaganja podrazumijevati nekauzalan Dirakov impuls.

Dirakov impuls se moze posmatrati i kao grani¢ni slucaj drugih funkcija
(Gausove funkcije, trougaonog impulsa) kada njihova $irina tezi ka nuli, a
amplituda beskonacno raste, pri ¢emu se zadrzava jedinicna vrijednost
integrala.

Simbolicka predstava Dirakovog impulsa jacine udara @ prikazana je na
Slici 2.15. Razlicite velicine strelice se mogu koristiti da oznace razlicite jacine
udara.

Za bilo koju matematicku funkeiju x(¢) koja je neprekidna u ¢ =¢, vrijedi

da je:

x(1)6(1—1))=x(t,)0(t—1,). (2.27)

Kazemo da Dirakov impuls ima swgistvo odabiranja, jer za jacinu udara
rezultujuceg Dirakovog impulsa bira vrijednost funkcije u tacki djelovanja. Ovo
svojstvo Dirakovog impulsa ilustrovano je na Slici 2.16.

Svojstvo odabiranja Dirakovog impulsa omogucéava da se na jednostavan
nacin izracuna integral proizvoda Dirakovog impulsa i proizvoljne funkcije
koja je neprekidna u tacki djelovanja Dirakovog impulsa:

oo

[x(0)8(c—t,)de = x(0,)8(t—t,)de =x(t,) [ 8t —t,)de =x(r). (229

—oo
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Slika 2.16  Svojstvo odabiranja Dirakovog impulsa: (a) proizvoljna
matematicka funkcija neprekidna u tacki djelovanja
Dirakovog impulsa; (b) pomjeren Dirakov impuls i
(c) proizvod date funkcije i pomjerenog Dirakovog impulsa.

Posmatrajmo nekauzalni Dirakov impuls koji je paran signal:

o(t)=56(-1). (2.29)

Ako je neka funkcija x(¢) neprekidna u nuli, tada je x(0_)=x(0,)=x(0), pa
koristec¢i (2.28) dobijamo da je:

T x(1)o(r)dt =x(0) T 5(t)dt+x(0)(]t5(t)dt =x(0). (2.30)

Zbog parnosti nekauzalnog Dirakovog impulsa vrijedi da je:
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0+

}ﬁ(t)dtz J.é'(t)dtzé. (2.31)

Prethodno razmatranje nam omogucava da izracunamo vrijednosti sljedecih
intergala:

T x(1)8(t)dr =x( T St , (2.32)
—oo 0_
Tx 1) dt =x( (i[ o(t . (2.33)
0 0

Sli¢no vrijedi za integrale proizvoda pomjerenog Dirakovog impulsa i funkcije
x(#) koja je neprekidna u t=1,:

ly

[ x(e)8(t—1,)dt =%x(t0), (2.34)

—c0

)

[x(t)o(t-1,)at =%x(t0). (2.35)

ly

Ve¢ smo spomenuli da se Dirakov impuls moze posmatrati i kao granicni
slucaj trougaonog impulsa:

1+5, —e<)<0

£
ph ()= 1—?, o<l<e | (2.36)
0, li|> €
tako da je:
1
S(t)=lim—p. (7). (2.37)

Ovakvo posmatranje omogucava da se odredi izvod Dirakovog impulsa:
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Slika 2.17 Simbolicka predstava izvoda Dirakovog impulsa.

1+5, —e<l|<0 iz —e<|f|<0
£ £
A
4o0) _ ldpz;(t):nmli -1 0<lt|<e = —iz, 0<l|<e ,
dt >0 dt >0 & dt £ £
0, lf|> € 0, li|> €
d5(1) = limiz{pg (t+£j -p. (t—ﬁﬂ = liml{é‘g (t+£j—5g [t—ﬁﬂ,
dt 20 & 2 2 -0 ¢ 2 2

b))

(2.38)

Izvod Dirakovog impulsa je zmpulsni dublet, predstavljen sa dva Dirakova
impulsa u nuli sa beskona¢no velikim jacinama udara. Izvod Dirakovog

impulsa je neparan:

dé(t)  do(-t)
da dt

(2.39)

Slicno se mogu odrediti izvodi viseg reda. Simbolicka predstava izvoda

Dirakovog impulsa prikazana je na Slici 2.17.

U analizi signala 1 sistema veza veoma je vazno uspostaviti vezu izmedu
Dirakovog impulsa i jedinicnog odskocnog signala. Na osnovu:

8(1)=1ims, (1)= lim L p, (1) =1iml{u(t+§]—u(t—§ﬂ,

-0 £ -0 ¢

(2.40)
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Slika 2.18 Kontinualna aproksimacija jedinicnog odskocnog signala.
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Slika 2.19  Izvod aproksimacije jedinicnog odskocnog signala.

zaklju¢ujemo da je Dirakov impuls jednak izvodu jedini¢nog odskocnog
signala:

du(t)

8(1)=—">". 2.41)

Iako zbog diskontinuiteta u nuli jedini¢ni odskoc¢ni signal formalno nije
diferencijabilan, ovu vezu mozemo interpretirati kao grani¢ni slucaj izvoda
kontinualne funkcije u, (), prikazane na Slici 2.18.

Kao $to mozemo da vidimo sa Slike 2.19, izvod aproksimacije jedini¢nog
odskoc¢nog signala je jednak ranije definisanom jedini¢cnom pravougaonom

impulsu J, (1), te je:
i 1
dt

S.(1)=

Povrsina normalizovanog pravougaonog impulsa 6, (¢) je jednaka jedinici.

(2.42)
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Slika 2.20 Klize¢i integral Dirakovog impulsa: (a) <0 i (b) ¢>0.

Kada &£—0, izvod aproksimacije jedinicnog odskocnog signala tezi
Dirakovom impulsu:

8(r)=1ims, (1) =lim du (1) _du(t). (2.43)

€0 dt dt

Znaju¢i da je vrijednost klizeceg integrala (integrala sa promjenljivom
gornjom granicom integracije) Dirakove funkcije:

0, <0
[o(r)ar= % (=0, (2.44)
h I, >0

(postupak ilustrovan na Slici 2.20), uspostavljamo vezu izmedu Hevisajdove
tunkcije 1 Dirakovog impulsa:

u, (t)= [ 8(z)dr. (2.45)
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2.2.7 Kompleksni eksponencijalni i sinusni signali
Kompleksni eksponencijalni signal se definise sa:

x(t)=Car', (2.46)

gdje su C 1 & u opstem slucaju kompleksne konstante. Za C,oxe R signal dat
sa (2.40) postaje realni eksponencijalni signal. Na Slici 2.21 su prikazani osnovni
realni eksponencijalni signali. Kod tih signala, sa porastom vremenske varijable
t, za a>1 signal eksponencijalno raste, za 0<a<1 signal eksponencijalno
opada, dok se za =0 i =1 radi o konstantnom signalu x(¢)=C. Signali

koji eksponencijalno rastu se koriste pri opisivanju nekih prirodnih pojava, kao
$to su lancane reakcije kod slozenih hemijskih procesa ili neograniceni porast
populacije bakterijskih kultura. U prirodi se fizicke pojave cesée opisuju
signalima koji eksponencijalno opadaju. Primjeri signala koji eksponencijalno
opadaju su odzivi RC kola i signali koji opisuju radioaktivno raspadanje.

Sa kompleksnim eksponencijalnim signalima usko su povezani sinusni signali.
Opsti oblik realnog sinusnog signala je:

x(t)=Acos(Qt+0), AeR. (2.47)

Faza @ je izrazena u radijanima, a ugaona frekvencija €, u radijanima po
sekundi. Ugaona frekvencija €, odnosno ucestanost izrazena u radijanima u

sekundi, je sa frekvencijom Fj izrazenom u Hz povezana relacijom:

Q, =27F,. (2.48)

Zapisuju¢i kompleksne brojeve C i & u polarnom obliku: C=|Cle” i

o= |a/| ¢’® , kompleksni eksponencijalni signal x(¢)=Ca' mozemo zapisati sa:

x(t)=|Clla] cos(Qyt +0)+ j|Cl|af sin(Qyt+6). (2.49)

Za |0{| =1, uz oznaku |C | =4, (2.49) poprima sljedeci oblik:

x(t)=Ce’™ =|C|e" ™ = Acos(Qyt + )+ jdsin(Qut +6) . (2.50)

Za realni dio signala (2.50) vrijedi da je:
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Slika 2.21 Realni eksponencijalni signali oblika x(7) =Ca':
(@ a>11i() O<a<l.
Re{x(1)} = ARe{e/ ™"} = dcos(Qyt +6). 2.51)

Sinusna i kosinusna matematicka funkcija su istog oblika, ali su medusobno

. V4
tazno pomjerene za ek
. T
cos(Qt)= sm(QOHE) , (2.52)

sin(Q,¢) = COS(QOI —%) : (2.53)

te je imaginarni dio posmatranog kompleksnog eksponencijalnog signala
takode sinusni signal:

Im{x(t)} _ |C| Im{ef(ﬂnt+9)} = Asin(Q1+6) = Acos(Qot + 9—%) (2.54)
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\ c/\ /\ ;

Slika 2.22  Sinusni signal (620).

Zbog toga ¢emo kompleksne eksponencijalne signale kod kojih je |Ot| =1 zvatl

kompleksninm sinusnim signalima. Koristeci Ojlerovu relaciju:

JQt

e =cosQut+ jsinQt, (2.55)

sinusni signal se moze zapisati preko kompleksnog sinusnog signala iste
ucestanosti i istog faznog stava kao:

Acos(Qut +6) = g(ef(‘%“”) o), (2.56)

Primjer sinusnog signala je prikazan na Slici 2.22. Odziv LC kola ima oblik
sinusoidalnog signala, kao i varijacije akustickog pritiska koje odgovaraju
jednom tonu muzike.

Vazna osobina sinusnih signala je njihova periodicnost. Uslov periodi¢nosti je:

iQqt iQ (1+T Qo
jn:ef o ):efo

e N (2.57)

e =1, (2.58)

Ako je Q=0 radi se o konstantnom signalu x(7)=1 koji je periodican za

svaku vrijednost T . Ako je €, #0 tada je osnovni period 7|, dat sa:

27

T, =—.
"l

(2.59)

30



Kontinualni signali

R NAWA /\ @

4

<
<
<

=
>
D

(b)

Slika 2.23  (a) Rastuci pseudoperiodi¢ni sinusni signal i (b) opadajuci
pseudoperiodicni sinusni signal.

Na osnovu prethodnih relacija lako zaklju¢ujemo da signali €™ i e/ imaju
isti osnovni period. Kontinualni kompleksni eksponencijalni signali oblika e’™'
su periodi¢ni za svaku vrijednost €, pri ¢emu veca vrijednost €, odgovara
brzim oscilacijama signala.

Posmatrajmo ponovo opsti oblik kompleksnog eksponencijalnog signala:

x(1) =[Cller cos(Q,1 +6)+ j|Cllf COS(QOt+9—§j . (2.60)

Zaklju¢ili smo da se iz opsteg oblika (2.60) za |of=1 dobiju
prostoperiodi¢ni kompleksni sinusni signali ¢iji su realni i imaginarni dijelovi
prostoperiodi¢ni realni sinusni signali. Za |0(|¢1 radi se o pseudoperiodicnim
kompleksnim  eksponencijalnim - signalima, ¢iji su realni 1 imaginarni dijelovi
pseudoperioditni - sinusni - signali. Za |0!

»1 anvelopa ovih signala je rastuca
eksponencijalna funkcija, pa ih nazivamo rastu¢im pseudoperiodicnim
sinusnim  signalima, dok se za |0(|(1 radi o opadajuéim pseudoperiodicnim

sinusnim signalima. Opadajuci pseudoperiodicni sinusni signal
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x(t)=|C||a] cos(Qyt+6),
ovakvih signala mozemo navesti odziv RLC kola. Oblici pseudoperiodi¢nih
sinusnih signala za ova dva slucaja su prikazana na Slici 2.23. Crtkana linija
predstavlja anvelopu oscilacija.

0(|<1 , se ¢esto naziva prigusena sinusoida. Kao primjer

Kompleksni eksponencijalni signali igraju centralnu ulogu u predstavljanju
fizickih pojava. Ako je T osnovni period, osnovna krugna ulestanost se definise sa

Q,=27/T,. U analizi i obradi signala kotisno je uvesti pojam harmonijski

vezanih  kompleksnih eksponencijalnih  signala, tj. skupa periodi¢nih
kompleksnih eksponencijalnih signala, ¢ije su osnovne frekvencije jednake
cjelobrojnom umnosku jedne pozitivne frekvencije €2 :

x, (1)=Ce™™, k=0,£1,%2,... (2.61)

Elementi x,(f) ovog skupa nazivaju se harmonicima. Nulti harmonik
x,(t)=C, je konstanta, dok je za svaku drugu vtijednost k& harmonik x, (¢)
periodican kompleksni eksponencijalni signal sa osnovnim periodom

27[/(|k|QO) , te je njegova osnovna ucestanost k€2, .

Kako je signal koji je periodic¢an sa periodom 7T takode periodican i sa
periodom mT za svaki pozitivan cio broj m, jasno je da svi signali x, (¢) imaju
zajednic¢ki period 27/Q, . Koriséenje termina harmonijski je konzistentno sa

njegovim kori§¢enjem u muzici, gdje se odnosi na tonove koji nastaju od
varijacija akustickog pritiska na frekvencijama koje su harmonijski zavisne.

2.2.8 Sinc signal

Nenormalizovani sinc signal, prikazan na Slici 2.24, je definisan sa:

in(¢
sine(r) = Smt( ). 2.62)
Normalizovana verzija sinc signala je data sa:
i t
sin(r) = (7). 2.63)
Tt
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Slika 2.24  Graficka predstava sinc signala.

Ovaj signal ima veoma vaznu ulogu u frekvencijskoj analizi signala i Siroku
oblast primjene, posebno u obradi signala i komunikacionim sistemima.

Vrijednost sinc signala u nuli je jednaka jedan, dok se nule sinc funkcije
nalaze u tackama ¢ =nz, n==%1,+2,... Kod normalizovane sinc funkcije nule su
u tackama t=%1,£2,... U Glavi 6, nakon uvodenja Furijeove transformacije,
lako ¢emo dokazati da je integral normalizovane sinc funkcije:

= sin(7t)
T

—oco

Budué¢i da ima jedinicnu povrsinu, sinc signal se moze koristiti i za
predstavu Dirakovog impulsa. Za normalizovani sinc signal vrijedi da je:

1imlsinc(ij =5(1). (2.65)
0 £ £

Bez upustanja u strogi matematicki dokaz, ovaj grani¢ni sluc¢aj mozemo
objasniti na sljedeci nacin. Kada € —0, sve nule ove funkcije koje se nalaze u
tackama ¢t =+te,%2¢,... teze ka nuli, pa su sve vrijednosti funkcije u granicnom
slucaju jednake nuli za t#0. Amplitude boc¢nih lukova se mogu zanemariti u
odnosu na amplitudu glavnog luka, pa funkcija u nuli poprima beskonacno
veliku vrijednost. Pri tome se zadrzava jedini¢na vrijednost integrala. Dakle,
zadovoljeni su svi uslovi iz definicije Dirakovog impulsa.
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2.3  Operacije nad signalima

Skoro sve poznate operacije nad matematickim funkcijama: transformacije
nezavisne varijable u koje ubrajamo refleksiju, pomjeranje (translaciju) i
skaliranje; osnovne matematicke operacije: sabiranje, oduzimanje, mnozenje,
zatim diferenciranje i integraljenje, ima smisla primjenjivati i na signale. Osim
klasi¢cnog definiSe se i generalisani izvod, kako bi bilo moguée raditi izvode
signala koji imaju prekide prve vrste. Ipak, najvaznija operacija pri analizi i
obradi signala u vremenskom domenu je konvolucija, kojoj ¢emo posvetiti
posebnu paznju. Vaznu operaciju predstavlja i korelacija koju ¢emo, takode,
obraditi u Glavi 4.

2.3.1 Transformacije nezavisne varijable

Refleksija signala oko neke tacke, najcesce =0, je ilustrovana na Slici 2.25.
Refleksija signala oko nule je data sa:

y(t)=x(-t), Vt. (2.66)

Translacija signala za neki iznos t, odgovara pomaku signala po vremenskoj

0si za isti 1znos:

y(t)=x(t-t,), Vt. (2.67)

Signal x(7—1,) je vremenski pomjerena verzija signala x(¢), kao na Slici 2.26.

Skaliranje signala se dobije linearnom promjenom skale nezavisne varijable:

y(t)=x(at), Vt, aeR. (2.68)

Za a>1 signal je suzen, dok za a <1 dolazi do prosirivanja signala, kao na Slici
2.27.
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Slika 2.26 Translacija signala (¢, >0).
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Slika 2.27 Skaliranje signala: (a) originalni signal; (b) signal skaliran sa
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2.3.2 Osnovne matematiCke operacije nad signalima
Sabiranje 1 oduzimanje signala x,(t) i x,(t) se definisu sa:

y(t)=x(t)tx, (), Vt, (2.69)

dok je mmnogenje signala dato sa:

y(t)=x(t)-x,(t), Vt. (2.70)

2.3.3 Izvodiintegral signala

Jednako kao za matematicke funkcije, definisu se izvod signala:

dx(t)
t)= , Vt 2.71
y()=— @.71)
1 integral signala:
y(6)=[x(e)dt, Vt. 2.72)

Pri odredivanju izvoda pretpostavlja se da signal nema diskontinuiteta.
Uvodenjem Dirakovog impulsa i na njemu zasnovanoj definiciji generalisanog
izvoda omoguceno je diferenciranje i onih signala koji imaju prekide prve vrste.
Geometrijski gledano, prvi izvod je jednak nagibu tangente povucene na signal
u tacki diferenciranja. Posto u tackama diskontinuiteta signal ima okomit skok,
nagib tangente, pa time i prvi izvod je beskonacno velik.

Signal x(¢) koji ima prekid u tacki f=¢, moZemo zapisati kao razliku

kontinualnog signala definisanog sa:

x(7) 1>1,
x (1) =1x(t.) 1=1, (2.73)

x(t)+[x(t0+)—x(tof)] 1<t
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i reflektovanog i pomjerenog jedini¢nog odskocnog signala u(—t+¢,), na

sljededi nacin:

x(t)le(t)—[x(to )—x(to_)Ju(—HtO). (2.74)
Ilustracija ovakvog zapisa signala sa prekidom prikazana je na Slici 2.28.

Kako je:

_du(t)  du(-t+1,)

ot ==0(~t+t,)=—0(t—t 2.75
generalisani izvod signala x(t) definiSemo sa:
dx, (¢
dx(t) 5 ), t#t,
dt (2.706)

& ) [x(t0+)_x(t0—)]5(t_to)’ 1=1,.

dx, (1) 3 dx(1)
A

1zvod posmatranog signala sa prekidom je prikazan na Slici 2.29.

Pri tome smo koristili ¢injenicu da je za t#1,. Generalisani

Ako signal ima diskontinuitet u vise tacaka ¢=t,, k=0,1,2,...,n,
generalisani izvod se definise sa:

dx(t)
dx(t) dt ’

U S T -1, )]8(e=1,), 1=t k=0.12,...m.
k=1

t#t, k=0,12,...,n

2.77)
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Slika 2.28 Signal x(¢) sa prekidom u tacki 7 =¢, (puna linija) i njemu
pridruZeni signal bez prekida x, (¢) (isprekidana linija).

dz
Adi

Slika 2.29  Generalisani izvod signala x(t) koji ima prekid u tacki # =#,,
b= x(t0+ ) —x(tof ) .
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