Glava 6

FURIJEOVA TRANSFORMACIJA

Po teoriji Furijeovih redova, svaki periodican signal mozemo predstaviti
zbirom beskona¢no mnogo ortogonalnih funkcija. Buduéi da predstava signala
preko Furijeovog reda omogucava potpuno drugaciji uvid u karakteristike
signala u odnosu na vremenski domen, prirodno se postavlja pitanje da li je
moguce ideju razlaganja signala na njegove prostoperiodi¢cne komponente
prodiriti 1 na neperiodicne signale. Posmatraju¢i neperiodican signal kao
periodican signal sa beskonacno velikim periodom, Furijeova transformacija
prosiruje ovakav koncept razlaganja signala i na neperiodi¢ne signale.

Prilikom sinteze periodi¢nog signala na osnovu koeficijenata Furijeovog
reda u zbiru ucestvuje beskona¢no mnogo prostoperiodicnih funkcija, ali je
neophodno naglasiti da se njthove ucestanosti medusobno razlikuju za konacan
iznos i da je razlika susjednih ucestanosti jednaka osnovnoj ucestanosti signala.
Prema tome, spektar periodicnih signala se racuna za diskretne vrijednosti
ucestanosti. Prosiruju¢i ovaj koncept na neperiodi¢ne signale uvodenjem
beskonacno velikog perioda, osnovna ucestanost signala postaje infinitezimala,
a samim tim se i razlike izmedu susjednih ucestanosti beskonacno smanjuju, te
spektar postaje kontinualna funkcija ucestanosti.



GLAVA 6

6.1 Prelaz sa Furijeovog reda na Furijeovu
transformaciju

Posmatrajmo neperiodican signal dat na Slici 6.1(a). Formirajmo periodi¢no
prosirenje dijela ovog signala sa intervala ¢, <t <t,, sa periodom T =t, —¢,, kao
na Slici 6.1(b), tako da vrijedi:

$(t)=x(1), y<t<t,, (6.1)

[x(tw)_x(tl— )J > (6'2)

x(t)=x(t+nT,), ne Z. (6.3)

Furijeov red tako dobijenog periodicnog signala je dat sa:

2(1)= Y Ce™, Q =2T—”, ke, 6.4)

k=—oc0 0

gdje su koeficijenti Furijeovog reda:

G, =—[#(e)e ¥ dr, ke Z. 6.5)
I

’

Ako formiramo novo petiodi¢no prositenje sa periodom T, >T,, T, =t, —t,,
dobijamo Furijeov red u obliku:

()= Y et ) =22 (6.6)
K=o T,
sa koeficijentima:
’ 1 ~’ — jkQyt
Cl=— [¥(t)e ¥ dt, ke Z. 6.7)
Ty g
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Furijeova transformacija
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Slika 6.1 (a) Kontinualan neperiodic¢an signal; (b) 1 (c) njegova

periodi¢na prosirenja.
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Slika 6.2 Promjena koeficijenata Furijeovog reda pri povecanju
perioda periodicnog prosirenja signala.

U grani¢nom slucaju kada f, = —eo, f, >0 1 T =00 ovako formirano
periodicno prosirenje signala postaje neperiodican signal, Q) —dQ 1 kQ,
postaje kontinualna varijabla Q, te je:

. . Q . r: ,
lim C, = lim = | x(¢)e™*dt _de x(t)e ™ dr. (6.8)
Ty o= 27 5 2z =,

U ovom grani¢nom slucaju koeficijenti Furijeovog reda postaju funkcija
kontinualne varijable Q i njihove vrijednosti postaju infinitezimale. Na Slici 6.2
je ilustrovano $ta se desava sa koeficijentima Furijeovog reda pri promjeni
osnovnog perioda signala. Amplitudni spektar postaje gusci, a vrijednosti
modula koeficijenata Furijeovog reda se smanjuju.

142



Furijeova transformacija

Stoga umjesto koeficijenata Furijeovog reda C, ima smisla posmatrati
proizvod C, -T;. Taj proizvod je u granicnom slucaju jednak:

=

lim C, -7, = [ x(r)e " d, 6.9)

—c0

$to vodi definiciji Furijeove transformacije (Fourier Transform — F1T) kontinualnih
signala, koju primjenjujemo u analizi neperiodic¢nih signala:

X(Q)= Tx(t)e"mdt. (6.10)

Na osnovu (6.9) i (6.10) veza izmedu Furijeove transformacije 1 koeficijenata
Furijeovog reda je data sa:

X(Q)=1limC, T, 6.11)

Ty —>e
ili, na osnovu (6.8) 1 (6.10), sa:

mq:?ﬁmy 6.12)
T

Ty —eo

Periodican signal sa beskonacno velikim periodom (7, — o) se moze shvatiti
kao neperiodican signal, pa vrijedi:

a

TP < Qt T
x(7)=lim %(7) = lim kZLCkej = J s

Ty—ee Ty—e /=

(Q)e™ =2ij(g2)ef“’d9. (6.13)
ﬂ.—oo

Dobijeni izraz:

x(1) === [ X(Q)e™d0 6.14)

omogucava sintezu signala na osnovu poznate Furijeove transformacije i
naziva se invergna Furijeova transformacija.

Neophodno je naglasiti da, za razliku od izraza za sintezu periodi¢nih
signala, gdje se sumiraju elementarne kompleksne eksponencijalne funkcije cije
su frekvencije umnozak osnovne frekvencije periodi¢nog signala, u izrazu za
sintezu  neperiodicnih  signala ucestanosti  elementarnih  kompleksnih
eksponencijalnih funkcija koje grade signal pripadaju kontinuumu realnih
brojeva, te kazemo da je spektar neperiodicnih signala kontinualan.
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Dakle, Furijeov transformacioni par je dat sa:

X(Q)= [ x(e)ear, 6.15)
K= [ x(Q)edq. (6.16)

Cesto koristimo sljedeéi na¢in oznacavania za direktnu:
X(Q)={x(s)} 6.17)

1inverznu Furijeovu transformaciju:

x(6)=7"{x(Q)}, (6.18)
dok Furijeov transformacioni par oznac¢avamo sa:

x(1)e X(Q). (6.19)

Vilo cesto domen definisanosti signala (vremenski domen) nazivamo
originalni, a domen definisanosti Furijeove transformacije frekvencijski ili
transformacioni domen.

Za egzistenciju Furijeove transformacije dovoljno je da signal:

1. bude apsolutno integrabilan:

J.x(t)e"’gtdt

—co

oo

< I ‘x(t)e"’n’

—o0

dt = T‘x(t)‘dt<oo;

2. ima konacan broj ekstremnih vrijednosti (minimuma i maksimuma) u
proizvoljno odabranom kona¢nom intervalu;

3. ima konacan broj diskontinuiteta (prekida prvog reda) u proizvoljno
odbranom kona¢nom intervalu.

Ovi uslovi su ekvivalentni Dirihleovim uslovima kod Furijeovog reda.
Uslov apsolutne integrabilnosti je dovoljan za egzistenciju Furijeove
transformacije vecine fizickih signala. Medutim, uslov apsolutne integrabilnosti
nije 1 potreban uslov, jer postoje signali koji nisu apsolutno integrabilni, npr.
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Slika 6.3 Primjer (a) amplitudnog i (b) faznog spektra neperiodi¢nog signala.

Dirakova funkcija, sinusni i drugi periodi¢ni signali, ali za koje se ipak moze
odrediti Furijeova transformacija, kao $to ¢emo to kasnije vidjeti.

Fizicki gledano, ovako definisana Furijeova transformacija  daje
frekvencijsku predstavu kontinualnog neperiodicnog signala. Ona u ¢lanovima

1 .. .. . . M
2—X (Q)dQ sadrzi informaciju o amplitudama i1 fazama beskonacno mnogo
V1

clementarnih funkcija oblika e’ na koje se razlaze kontinualni signal x(z).

Modul Furijeove transformacije ‘X (Q)‘ odreduje amplitude elementarnih
funkcija pa se naziva amplitudni spektar signala, a argument 9(Q)=arg X (Q) je
fazni spektar signala jer utice na fazne pomake elementarnih funkcija. Na Slici 6.3

ilustrovan je nacin grafickog prikaza spektra neperiodi¢nih signala.

Furijeova transformacija signala nije jedan-jedan preslikavanje. Naime,
Furijeove transformacije dva signala koji zadovoljavaju Dirihleove uslove, a
razlikuju se samo u kona¢nom broju izolovanih singulariteta (prekidnih tacaka)
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oo

su jednake, jer na vrijednost integrala jx(t)e_'fgtdt ne utice konacan broj

—oo

vtijednosti u izolovanim tackama. Medutim, prilikom rekonstrukcije signala
inverznom Furijeovom transformacijom u tackama diskontinuiteta #, se dobija:

[ ) +x(0,)], (6.20

jer zbog kontinualnosti kompleksne eksponencijalne funkcije e/ vrijedi da je:

x(to_)+x(t0+)=ij'X(Q)e—jﬂt(,,dg_i_ijX(Q)e—jntmdgz
T - (6.21)
=2— [ X(Q)e ™ dQ=2x(t,).

U prakti¢cnim aplikacijama smatramo da je Furijeov transformacioni par
jedinstveno odreden, jer fizicki ostvarljivi signali nemaju izolovane
singularitete.

Primjer 6.1:

Odrediti koeficijente Furijeovog reda za povorku pravougaonih impulsa
datu na Slici 6.4. Posmatrati Sta se desava prilikom promjene perioda datog

signala crtajuci koeficijente Furijeovog reda za T =3 I,=11T,=2, ako je

T'=—.
20

—Ty =T | T To

a

Slika 6.4 Periodic¢an signal u obliku povorke pravougaonih impulsa.
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Furijeova transformacija

Riesenye:
U Primjeru 5.3 smo odredili koeficijente Furijeovog reda datog signala:
¢, = 24T Gnckan L, k20 (6.22)
0 I,
C, = 2A% . (6.23)

0

Polozaj nula u spektru signalaa kQO=%, neZ se ne mijenja

povecéavanjem perioda signala T,

Razmak koeficijenata Furijeovog reda je Q, = 27"_” Sa porastom perioda T

0
taj razmak se smanjuje, sto je ilustrovano na Slici 6.5. U grani¢cnom slucaju,
kada T, — oo, razmak frekvencijskih komponenti postaje beskona¢no mali, §to

znaci da frekvencijske komponente postaju kontinualna funkcija ucestanosti.

Pri tome se vrijednosti koeficijenata Furijeovog reda smanjuju, i u
navedenom granicnom slucaju postaju infinitezimale. Medutim, proizvod
C,-T, i Furijeova transformacija neperiodi¢nog signala koji se dobije

povecavanjem perioda do beskonacnosti X (Q)=lim C, -7, imaju konacne

Ty—ee

vtijednosti. Najlakse je to uociti posmatrajuci nulti koeficijent Furijeovog reda

T . . y , . . . ..

C, = 2AF koji tezi nuli pri beskonacnom povecéanju perioda, dok je vrijednost
0

Furijeove transformacije za nultu ucestanost:

X(0)=lim C, -7, = lim 247 .7, =247, 6.24)
0

Ty—e Ty—e

konstantna pri povecanju perioda 7j .
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Slika 6.5 Uticaj promjene perioda signala na izgled amplitudnog spektra:

1

(a) T=%>
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Furijeova transformacija

Primjer 6.2:

Odrediti Furijeovu transformaciju signala datog na Slici 6.6. Nacrtati
amplitudni spektar signala.

Slika 6.6 Neperiodican signal u obliku pravougaonog impulsa.

Ryesenge:

Dati signal je granicni slucaj signala sa Slike 6.4, kada T, — co. Prema tome,
njegov spektar je grani¢ni slucaj spektra sa Slike 6.5, pri ¢emu k€, postaje
kontinualna varijabla Q. Spektar signala prikazan je na Slici 6.7.

AX(Q)

Y

N\
"R/

S

Slika 6.7 Furijeova transformacija pravougaonog impulsa.
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Racunajué¢i na osnovu definicionog izraza za Furijeovu transformaciju
dobijamo:

X(Q)=. f{x(t)} = T x(t)e " dt =j‘ Ae ™ dt =

—co

r jor __-jer
:_ie_jgt :ﬁ~—e € = (625)
1 jQ 2

-T

sinQ7T

=2AT =2AT sincQT.

Nule spektra signala se nalaze na ucestanostima:

Q:’%”, ke Z. (6.26)

6.2 Furijeova transformacija kompleksnih signala

U praksi se najcesce radi sa realnim signalima, iako se ponekad ukazuje potreba
za formiranjem kompleksnih signala u vremenu, njihovom analizom 1
obradom. Prilikom definisanja Furijeove transformacije nismo postavljali
uslove da signal u vremenu bude realan. Stoga isti definicioni izraz za Furijeovu
transformaciju mozemo primijeniti i na kompleksne signale. Dakle, Furijeova
transformacija kompleksnog signala:

©(1)=x (1)+ x. (1) (627)
je data sa:

X (Q) =X, (Q)+ X, (Q) = [[x,(£)+ jx, (¢) | cos(Qe) - jsin () |dr . (6.28)

—c0

Relani i imaginarni dijelovi Furijeove transformacije su:
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Furijeova transformacija

X () =_T [, (1)cos (@) +x, (¢)sin () ]at (6.29)

X,(Q)=

1

[—x, (¢)sin(Qt) +x, (t)cos Q) |dt . (6.30)

§e—38

Ako je realni dio signala u vremenu parna, a imaginarni neparna funkcija,
imaginarni dio Furijeove transformacije ¢e biti jednak nuli, jer je proizvod
parne 1 neparne funkcije neparna funkcija, a integral neparne funkcije od —
do « je jednak nuli. Slicno, ako je realni dio signala u vremenu neparna, a
imaginarni parna funkcija, realni dio Furijeove transformacije ¢e biti jednak
nuli.

Iz relacija (6.28-30) lako se izvode specijalni oblici Furijeovog integrala koji
uspostavljaju  vezu izmedu realnith i imaginarnih dijelova Furijeove
transformacije sa parnim i neparnim dijelovima signala u vremenu i obrnuto.
Mi ¢emo se zadrzati na tim vezama razmatrajuci samo realne vremenske signale
nesto kasnije.

Kada radimo analizu kompleksnih signala u vremenskom domenu, onda je
potrebno razmotriti i spektar konjugovano kompleksnih signala. Konjugovana
Furijeova transformacija je data sa:

X'(Q) =[x (t)e™ar. (6.31)
Ako potrazimo reflektovanu konjugovanu Furijeovu transformaciju:
X (-Q) =[x (1), (6.32)

vidimo da ona zapravo predstavlja Furijeovu transformaciju konjugovano
kompleksnog signala:

oo

(=[x (1) e, (6.33)

pa zaklju¢ujemo da je:

¥ (1) o X (-Q). (6.34)
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6.3 Furijeova transformacija realnih signala

U ovom poglavlju ¢emo razmotriti osnovne osobine spektara realnih signala.
Napisimo definicioni izraz za Furijeovu transformaciju pod pretpostavkom da
je signal u vremenu realan:

X(Q)= ]i x(t)e ™ dr . (6.35)
Tada vrijedi:

X'(Q)= [ x(e)ear, (6.36)

X(-Q)= T x(t)e’™dr . (6.37)

X(-Q)=Xx"(Q)- (6.38)

Bududi da je:
X (@) =|x(2), (6.39)
arg X (Q)=-arg X (Q), (6.40)

zakljucujemo da je amplitudni spektar realnog signala parna, a fazni spektar
neparna funkcija ucestanosti:

X (-Q)|=[x ()

, (6.41)
arg X (-Q)=—-arg X (Q). (6.42)

Sada ¢emo lako izvesti zakljucke za realni i imaginarni dio Furijeove
transformacije  realnih signala. Ozna¢imo fazni spektar signala sa
@(Q)=arg X (Q). Zbog parnosti amplitudnog i neparnosti faznog spektra,

realni dio Furijeove transformacije realnih signala:
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Re{ X (Q)} =X (Q)|cosp(Q) (6.43)

je parna funkcija, dok je imaginarni dio Furijeove transformacije realnih signala:

im{X(Q)}=|X(Q)fsing(€) (644)
neparna funkcija ucestanosti.

Pokaza¢emo sada da je Furijeova transformacija parnih realnih signala
realna, dok je Furijeova transformacija neparnih realnih signala Ccisto
imaginarna.

Svaki signal moze da se razlozi na njegov parni 'P{x(t)} i neparni N- {x(t)}
dio (vidjeti 2.3):

x(t)=P{x(e)}+ N{x(1)}. (6.45)
Posmatrajmo sada Furijeove transformacije parnog i neparnog dijela signala:

X(Q)= T[P{x(t)}+N{x(t)}][cos(()t)—jsin(Qt)]dt=Xr(Q)+in(Q) (6.46)

Furijeova transformacija parnog dijela signala:

oo

.[ P{x(t)}cos(Qt)dt—j]i P{X(t)}sin(ﬂt)dz -
h B (6.47)

{P{x(z)}cos(m)m,

je realna:

=3

X, (Q) =2 P{x(r)}cos(Qt)dt, (6.48)

0

jer je integral neparne funkcije P{x(t)}sin(Qt) jednak nuli. Za Furijeovu

transformacija neparnog dijela signala na slican nacéin se dobije da je cisto
imaginarna:
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[ N ()} cos (Qa)de— 7 [ A {x()}sin(Qr)di =
- . - (6.49)
= —j:[ N{x(¢)}sin (Qr)dt,

X, (Q) :—2TN {x(¢)}sin(Qt)dt . (6.50)

6.4 Osobine Furijeove transformacije

Analiza signala u frekvencijskom domenu se pojednostavljuje ukoliko
poznajemo osobine Furijeove transformacije. U odjeljcima koji slijede
dokazacemo 1 dati primjere koriS¢enja osnovnih osobina Furijeove
transformacije. Zbog siroke primjenljivosti u rjesavanju konkretnih problema,
ove osobine se ¢esto nazivaju pravila Furijeove transformacije.

6.4.1 Simetrija

Ukoliko signal u vremenu funkcionalnog oblika x(¢) (npr. pravougaoni
impuls) ima spektar funkcionalnog oblika X (Q) (u posmatranom primjeru to

je sinc funkcija), onda spektar signala koji u vremenu ima funkcionalni oblik
X (t) (sinc funkcija u posmatranom primjeru) poprima oblik reflektovanog

originalnog signala (pravougaonog impulsa u posmatranom primjeru)
pomnozenog sa 2. Dakle, ako postoji transformacioni par x(¢)« X (Q),

tada je:
X (1) 22x(-Q). (6.51)
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Dokaz:

Kako je Furijeova transformacija data sa X (Q)zjx(t)e‘jgtdt, onda

—oo

jednostavhom zamjenom varijabli ¢ i Q dobijamo:

X(1)= [ x(@)e a0, 6.52)

Potrazimo inverznu Furijeovu transformaciju od 2zx (-Q):

()= [2mx(-Q)e™d0| =[x, (653

-Q-Q e

Porededi (6.52) i (6.53) dobijamo:

o 2mx(-Q)} = X(1). (6.54)

Primjer 6.3:
Oderediti i nacrtati Furijeove transformacije Dirakovog impulsa x(¢)=&(¢) i

konstante x(¢)=1.

Riesenge:

Polazeéi od definicionog izraza za Furijeovu transformaciju i koristeci
svojstvo odabiranja Dirakove funkcije dobijamo Furijeovu transformaciju
Dirakovog impulsa:

s(n)}= T S(r)e ™ dt :]i S(r)edt :]2 o(r)de=1. (6.55)

Dirakova funkcija je realna i parna, pa je njen spektar paran i realan.

Furijeovu transformaciju konstante x(z)=1 pronaci ¢emo koriste¢i osobinu

simetrije Furijeove transformacije:
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Slika 6.8 (a) Dirakova funkcija i (b) njena Furijeova transformacija;
(c) konstanta i (d) njena Furijeova transformacija.
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S(t)o 1= x(t)=16 276 (-Q)=275(Q). (6.56)

Na Slici 6.8 prikazani su spektri Dirakovog impulsa 1 konstante.
Primje¢ujemo da se u spektru konstante pojavljuje beskonacno velika
vrijednost u vidu Dirakove funkcije. Bez uvodenja Dirakove funkcije ne bismo
bili u moguénosti da odredimo spektar konstante, jer konstanta nije apsolutno
integrabilan signal i direktno racunanje njene Furijeove transformacije preko
definicionog izraza nije moguce. Takode zaklju¢ujemo da je spektar konstante
paran i realan.

O

6.4.2 Linearnost

Ako postoje transformacioni parovi x, (t) <> X,(Q) 1 x,(t) & X,(Q), tada je
Furijeova transformacija linearne kombinacije signala jednaka na isti nacin
formiranoj linearnoj kombinaciji njthovih Furijeovih transformacija:

ax, (t)+bx, (1) > aX,(Q)+bX,(Q), Va,be C . (6.57)

Dokaz:

Bududi da je integral linearni operator, direktno slijedi:

e (1) by (00} = [ [ (1) + by (1) ]e 7™ =
- (6.58)

= aj x (t)e™ +bJ. x, (1)e =aX, (Q)+bX,(Q).

—oo
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6.4.3 Pomak u vtemenskom domenu

Ako je x(t)«> X(Q), tada pomjeranje signala u vremenu za #, vremenskih

jedinica ima za posljedicu mnozenje spektra kompleksnom eksponencijalnom
funkcijom e /%,

x(1-1,) < e X (Q). (6.59)

Dokaz:

Na osnovu definicionog izraza, Furijeovu transformaciju signala
pomjerenog u vremenu dobijamo u obliku:

oo

}f{x(t—to )}: fx(t—to)e_'ig’dt = Ix(T)e_/QTe_th°dT:
- s (6.60)
= /% I x(t)e " dt =" X (Q).

BRI zakljuujemo da se amplitudni spektar signala ne

Bududi da je |e

mijenja prilikom pomjeranja signala u vremenu:

e x () =|e-

x(Q)|=|x(2). (6.61)

(|

Primjer 6.4:
Oderediti i nacrtati spektar pomjerenog Dirakovog impulsa § (1 ¢, ).

Riesenge:
Znajudi da je §(t)«> 1, koristeéi pravilo pomaka u vremenskom domenu

direktno dobijamo:

S(t—1,) e 1.7, (6.62)

Amplitudni i fazni spektar pomjerenog Dirakovog impulsa dati su na Slici 6.9.
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A 5(t — to)
@)
0 to ;
AX(Q)]
1
(b)
0 0
Aarg(X(Q))
©
0
—Qto

Slika 6.9 (a) Pomjereni Dirakov impuls, (b) njegov amplitudni i
(c) fazni spektar.

Primjecujemo da je zbog pomaka u vremenskom domenu doslo do promjene
faznog spektra, dok je amplitudni spektar ostao isti.

O

Primjer 6.5:
Odrediti Furijeovu transformaciju signala x(t)=8(t-57)+6(t-7T), te

nacrtati njegov amplitudni spektar.
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Riesenye:
Koriste¢i osobinu linearnosti, a zatim osobinu pomaka u vremenskom
domenu, dobijamo:

8 (t=5T)+6(t=7T)} = {S(t=5T)}+. 7 {6(t-7T)} =" + 77
_ i o7 4 o iTR g T8 7 (6.63)
2
Bududi da se radi o realnom signalu njegov amplitudni spektar je paran.
Zadani signal 1 njegov amplitudni spektar prikazani su na Slici 6.10.

A (1)
1 1
@)
0 57 1T L
A2|cos(TQ)|
2
(b)
0 9)

Slika 6.10 (a) Dva pomjerena Dirakova impulsa i
(b) njihov amplitudni spektar.
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6.4.4 Pomak u frekvencijskom domenu

Ako je «x(t)«> X(Q), mnozenje signala u vremenu sa kompleksnom

eksponencijalnom funkcijom e’*" ima za posljedicu pomjeranje spektra po
frekvencijskoj osi za Q,:

x(t) e o X (Q-Q,). (6.64)

Dokaz:
Potrazimo Furijeovu transformaciju od x(¢)-e’™":

{x(e)- &M} = [ x(t) e e ¥ de = [ x(z)e Nz, (6.65)

—oo —c0

Isti rezultat ¢emo dobiti ako u definicionom izrazu za Furijeovu transformaciju
zamijenimo Q sa Q—€Q, sto znaci da je:

Hx(r)- e} =x(Q-9Q,). (6.66)

O

Primjer 6.6:

Oderediti i nacrtati Furijeovu transformaciju signala x(z)=cosQ,¢z .

Riesenye:
Od ranije znamo da je 1 > 275 (Q) . Koriste¢i osobinu linearnosti i osobinu

pomaka u frekvencijskom domenu dobijamo:

{eosQt} =%.7{e~fgof}+%. e =78 (Q-Q,)+76(Q+Q,).  (6.67)

Kosinusoida i njena Furijeova transformacija prikazane su na Slici 6.11.
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NN
Vi

AF{cos(Qpt)}
7r T o)
N 0 o )

Slika 6.11 (a) Kosinusoida i (b) njena Furijeova transformacija.

6.4.5 Skaliranje

Prosirivanje ili suzavanje (jednom rije¢ju skaliranje) signala u jednom domenu
dovodi do suzavanja odnosno prosirivanja signala u drugom domenu. Ako je
x(t) < X (Q), onda vrijedi:

x(at)HiX(Ej, acR. (6.68)

o \a
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Dokaz:

Na osnovu definicionog izraza za Furijeovu transformaciju imamo:

7 = ( — e —l IQZ
V7 {x(al)}—__[x(at)e dt . = _;l; dp. (6.69)
Za a<0:
_ 17+ —j=t 1 ¢ _jg,
5 {x(at)}z—jx(t)e a dtz—ﬂjx(t)e adt=
a a
11 | - o , (6.70)
—Hjx(t)e a dt:HX(;j
dokjeza a>0:
_ 1% 1 Q
o x(ar)} _;j e’ dt IalX(Zj' (6.71)
O

Ilustracija osobine skaliranja data je na Slici 6.12.
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0T
Axy(t) = z(L)

Y

-2T

ol L

Azo(t) = x(

PPN
S—

VY

—4T

0 4T

Axs(t) = (L

|
N

Y

Slika 6.12  (a) Skaliranje sa faktorom manjim od jedan, vremenski domen
(nastavak na sljedecoj stranici);
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AX(Q)
2AT
-z 0 % Q
AX1(Q) =2X(29Q)
4AT
AX5(Q) =4X(49Q)
SAT
-7 T 1 T Q
AX3(Q) =27A45(Q)
A
27A
0 0

Slika 6.12 (nastavak): (b) skaliranje sa faktorom manjim od jedan,
frekvencijski domen (nastavak na sljedecoj stranici);
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Az(t)
A
-7 0 T t
a=2 Azi(t) = 22(2t)
24
T 0 T t
2 2

Az4(t) = 4x(4t)
4A
a=4
T 0T t
1 1
a— 00 Axs(t) = 2AT6(t)
A
2AT
0 t

Slika 6.12 (nastavak): (c) skaliranje sa faktorom veéim od jedan, vremenski
domen (nastavak na sljedecoj stranici);
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A X (Q)
2AT

<
S
<

<

T

A X1 ()
2AT

|
’ﬂ|<
(B
%
(k)
Y

A X2 (1)
2AT
47 4am @
T T
AX5(Q)
2AT
0

Slika 6.12 (nastavak): (d) skaliranje sa faktorom veéim od jedan, frekvencijski
domen.
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6.4.6 Konvolucija u vtemenskom domenu

Podsjetimo se da je u obradi signala konvolucija:

5 (03, ()= [ 5 (0)x (e~7)dr 6.72)

jedna od osnovnih operacija jer omogucava pronalazenje odziva na proizvoljnu
pobudu sistema sa poznatim impulsnim odzivom.

Konvoluciji signala u vremenskom domenu odgovara mnozenje u
frekvencijskom domenu. Ako je x (¢) <> X, (Q) 1 x,(¢) < X,(Q), tada vrijedi

da je:
x(t)xx, (1) X, (Q) X, (Q). (6.73)

Dokaz:

Potrazimo Furijeovu transformaciju konvolucije dva signala:

—oo —oo | —oo

4/*{xl (¢)*x, (t)} = ]i [xl (¢)*x, (t)]e’jg’dt = ]i {T x(7)x, (¢ —T)dr}e_’n’dt (6.74)

Nakon zamjene redoslijeda integraljenja:

Ax (0)=x, (1)} = T X, (T)U X, (t—z')ejg’dt}dr (6.75)

i smjene varijabli @=1—7:

oo

./‘{xl (¢)*x, (t)} = ]ix, (T){J. X, (Q)e'mgde}ejmdr , (6.70)

—co

uz napomenu da integral u uglastim zagradama ne zavisi od 7, dobijamo:

x (1)xx, (1)} = { T X, (e)e-fgf’de]ﬁ X, (r)e-f‘"dr} =X,(Q) - X,(Q). 6.77)

—oc0 —c0

O
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Primjer 6.7:

Polazeéi od poznatog izraza za Furijeovu transformaciju pravougaonog
impulsa i koriste¢i osobinu konvolucije, odrediti Furijeovu transformaciju
trougaonog impulsa sa Slike 6.13, amplitude A4 i trajanjaod —T do T .

a(t)

Slika 6.13 Trougaoni impuls.

Ryesenge:

Postupak odredivanja Furijeove transformacije trougaonog impulsa je
prikazan je na Slici 6.14. Prvo se odredi Furijeova transformaciju
pravougaonog impulsa amplitude 4 i trajanja od =T do T koja je jednaka
24T sincQT . Konvolucija ovakva dva pravougaona impulsa x () i x,(¢)
rezultuje trougaonim impulsom x, (¢) amplitude 24°T i trajanja od —2T do
2T, ¢ija je Furijeova transformacija, dobijena kortiste¢i osobinu konvolucije u
vremenskom domenu, jednaka 4A4°T?sinc’ QT . Kako bismo od trougaonog

impulsa koji je nastao konvolucijom dobili trougaoni impuls c¢iju Furijeovu
transformaciju trazimo, neophodno ga je umanjiti po amplitudi 247 puta da se

dobije signal x4(t) , a zatim skalirati sa faktorom 2, te se primjenom osobina

linearnosti 1 skaliranja konacno dobije trazena Furijeova transformacija u

obliku ATsincz%.

169



GLAVA 6

A x3(t)

2A2T

Sl

=27 0 2T

2109

Y

=27 0 2T

S+ Y

=T 0 T

Slika 6.14 Odredivanje Furijeove transformacije trougaonog impulsa
(vremenski domen).
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AX1(Q) = X(Q)
2AT
\//\ / /\\//\ 5
VELE VARG
AX3(Q)
A/4\A2i2\
-z |0 & Q
AX4(Q)
/\/KT/\
-z |0 % Q
AX(Q)
AT
_2% 0 2% Q

Slika 6.14 Odredivanje Furijeove transformacije trougaonog impulsa
(frekvencijski domen).
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6.4.7 XKonvolucija u frekvencijskom domenu

Osobina konvolucije u vremenskom domenu, koja se ponekad naziva i
modnlacioni  teorem, kaze da konvoluciji Furijeovih transformacija signala u
frekvencijskom domenu odgovara mnozenje signala u vremenskom domenu.

Akoje x, (1) X, (Q) i x,(t) X, (Q), tada je:

5 () x5(1) X, (2) <X (@). 679

Dokaz:

Potrazimo inverznu Furijeovu transformaciju konvolucije Furijeovih
transformacija dva signala, koja je podijeljena sa 27:

e {LXI (Q)* X, (Q)}=i ] {i& (Q)*X, (Q)}e"“’dm
- (6.79)

:(ij j{j Xl(w)xz(g_ql)dw}fﬂfdg.

—oo| —oo

Nakon zamjene redoslijeda integraljenja:

- {i){ (Q)+ X, (g)} =(Lﬂj [x (‘I‘)U;XZ (Q—‘I‘)e"g’dﬁ}d?,(ﬁSO)

—co

i smjene varijabli @=Q—"¥:

o {i}g (Q)* X, (Q)} = (i}z T X, (\P)E X, (@)ef@’de)}e"“dllf, (6.81)

—oo

uz napomenu da integral u uglastim zagradama ne zavisi od ¥, dobijamo
sljedece:
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—1 1 _ 1 T Ot 1 T Pt
7 {EXI(Q)*XZ(Q)}—{E_J;XZ(@)& d@ME_J;XI(‘P)eJ d‘P}, (6.82)
] 1
@ @) =5 ()5 0, (6.83)
U
Primjer 6.8:
Odrediti Furijeovu transformaciju kosinusoide ucestanosti Q, =2—7[,

0
amplitudno modulisane sa trougaonim impulsom jedini¢ne amplitude 1 trajanja

od -T do T . Vrijedi da je T} =§'

Riesenje:
Oznadimo sa x,(¢) trougaoni impuls prikazan na Slici 6.15(a). Amplitudnom

modulacijom kosinusoide sa trougaonim impulsom dobijamo:

x(¢)=x(t)-cosQyt. (6.84)
Na osnovu pravila konvolucije u frekvencijskom domenu dobijamo:

X(Q)= in (Q)*. /7 {cosQ,t} =
=iX1 (Q)+[76(Q-Q,)+76(Q+Q,)]= (6.85)

1 1
:EXI(Q_QO)-i_EXI(Q-l_QO)’

gdje je x(t) HX(Q) ,a x, () > X, (Q)="Tsinc’ % Postupak je ilustrovan na

Slici 6.15, a konacan analiticki izraz dat sa:

x(2)=Lsine? @-e)r 7. ,(Q+Q)r (6.86)
2 2 2 2
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Slika 6.15 (a) Trougaoni impuls; (b) kosinusoida 1 (c) amplitudno

modulisana kosinusoida.
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\ X ()
T
2| 2 Q
AF{cos(%5t)}
T T
s x 0
T T
AX(Q)
4T
2

Slika 6.15 (d) Furijeova transformacija trougaonog impulsa;
(e) Furijeova transformacija kosinusoide i (f) Furijeova
transformacija amplitudno modulisane kosinusoide.

(d)

©

(®)
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6.4.8 Deriviranje u vremenskom domenu

Ako postoji transformacioni par x(t) HX(Q) , tada je:

dx(t)

dt
Ako u vremenskom domenu deriviramo signal, to ¢e u frekvencijskom
domenu, zbog mnozenja sa jQ, dovesti do naglasavanja visokofrekvencijskih

© jQX(Q). (6.87)

komponenti signala.

Dokaz:

Izrazimo signal x(l ) preko inverzne Furijeove transformacije, pa potrazimo

njegov izvod:

d_df 1
dt dt| 2«

j X(Q)efg’dﬁ}zzi j JOX (Q)e"MdQ. (6.88)
13 7[—00

Dobijeni izraz je inverzna Furijeova transformacija od jQX (Q) , te je:

dx(t)
dt

Ponavljajuéi postupak » puta, dobijamo da je:

& jOX(Q). (6.89)

d"x(1)
dt"

< (jQ) X (Q). (6.90)

Primjer 6.9:

Oderediti Furijeovu transformaciju jedinicne odskocne funkcije.

Riesenge:

Izmedu funkcije znaka:
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-1, <0
sgn(t)=<0, ¢=0 (6.91)
I, >0
1 Hevisajdove funkcije:
0, <0
u,(t)= % t=0 (6.92)
I, t>0
postoji sljedeca veza:
lsgn(t) =u, (t)—l. (6.93)
2 2

Prvi izvod funkcije %sgn(t) jednak je prvom izvodu funkcije u, ()

4 Lsen (|- 2w (- 1|22 500, (694

dt dt 2 dt

Znaju¢i da Dirakova funkcija kao transformacioni par ima konstantu
vrijednosti jedan, dobijamo Furijeovu transformaciju izvoda funkcije znaka i

Furijeovu transformaciju izvoda funkcije u, (t) :

_|d|1 | du
T e—|=sgn(t) [p=./ {—L=1. 6.95
lzmo)- {5} e
Koristeci osobinu deriviranja u vremenskom domenu dobijamo:
Q. {{%sgn(t)} =jQ {u, (1)} =1. (6.96)
Da bismo dobili Furijeove transformacije funkcije znaka i funkcije u, (t) ,
trebamo prethodnu jednakost podijeliti sa jQ . Kako Q poprima vrijednosti

od -« do e, spektar signala koji se dobije dijeljenjem sa jQ vazedi je za sve

ucestanosti osim za Q=0.
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Vrijednost spektra za =0 nosi informaciju o jednosmjernoj komponenti
sadrzanoj u signalu. Za funkciju znaka vrijednost Furijeove transformacije za
Q=0 je jednaka nuli:

oo

'/"{Sgn(t)}LH = j sgn(t)e " dt =—_(|1 1~dt+Tl -dt=0, (6.97)

—oo

§to znaci da u funkciji znaka nije sadrzana jednosmjerna komponenta, dok
funkcija  u, (l) ima jednosmjernu komponentu jer njena Furijeova

transformacija u nuli ima beskonac¢nu vrijednost:

.f{uh(t)}\gzozf )e % dt = Oj% ;f =Tldt—>oo (6.98)

—o0 0,

Koristedi vezu:

u, (¢) :%sgn(t)+%, 6.99)

dobijamo Furijeovu transformaciju funkcije u, (t) :

My ()= {%sgn(r)+%}=j%+7r5(§2). (6.100)

Vrijednost jedinicnog odskocnog signala:

0, <0
u(t)={1 o0’ (6.101)

u nuli nije definisana. Ovaj signal moze da se od funkcije #, (t ) razlikuje samo
u t=0. Ta razlika ne utice na vrijednost Furijeovog integrala, te je Furijeova

transformacija jedinicnog odskoc¢nog signala u (l‘) jednaka Furijeovoj

transformaciji Hevisajdove funkcije u, (t) :

u(t)H_LQ+7[5(Q). (6.102)
J
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Napomenimo da se prilikom odredivanja inverzne Furijeove transformacije

iz _LQ+7[§ (©) na osnovu (6.20) uvijek rekonstruise Hevisajdova funkcija
J

u, (t)

6.4.9 Deriviranje u frekvencijskom domenu

Deriviranju u frekvencijskom domenu odgovara mnozenje sa nezavisnom
varijablom ¢ u vremenskom domenu. Ako postoji transformacioni par

x(t) HX(Q) , tada je:

dX(Q)
x(t)e j . 6.103
x(1) & j—3 (6.103)
Dokaz:
Deriviranjem izraza za Furijeovu transformaciju po Q:
T x(t)e i = x (@) - (6.104)
i dQ
dobijamo:
- W dx(Q)
—j | ex(t)e™dt = 6.105
J i x(t)e 0 (6.105)
te je:
dX(Q)
w(t j . 6.106
x(t) & j e (6.106)
Deriviranjem » puta dobijamo transformacioni par:
d”X(Q)
t"x(t S S 6.107
x(t) e ) —, (6.107)
O
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6.4.10 Integraljenje u vtemenskom domenu

Integraljenju u vremenskom domenu odgovara dijeljenje u frekvencijskom
domenu sa nezavisnom varijablom Q, zbog cega dolazi do naglasavanja
niskofrekvencijskih komponenti signala. Ukoliko originalni signal ima
jednosmjernu komponentu, u spektru integraljenog signala pojavljuje se

Dirakov impuls jac¢ine udara 7X (0) .

Ako postoji transformacioni par x() <> X (Q), tada vrijedi da je:

j s oo Lx(@)+x(0)5(0). (6.108

Dokaz:
Znamo da je Furijeova transformacija Hevisajdove funkcije _Lg+ﬂ'5 (Q)
J

Konvolucija proizvoljnog signala x(¢) i Hevisajdove funkcije u(?) je data sa:

:lx(f)u(t—f)dl’z [ x(r)dr. (6.109)

Furijeova transformacija prethodnog izraza, uz koriscenje osobine
konvolucije u vremenskom domenu, daje:

_/f{j x(z’)dz’}:f{x(t)*u(t)}z X(Q).{LQ+”§(Q)}=

J

—oc0

(6.110)

:%mx(o)a(g).
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6.4.11 Integraljenje u frekvencijskom domenu

Ako postoji transformacioni par x(t ) X (Q) , onda vrijedi da je:

Lx(t)+7x(0)8(r) > [ X (¥)a¥ (6.111)
Jt Q

Dokaz:

Na osnovu pravila simetrije 1 poznatog transformacionog para:

ul(t) Hj%+ﬂ'§(£2) 6.112)
dobijamo:
%+7z§(r)e 27u(-Q). (6.113)
J

Inverzna Furijeova transformacija konvolucije proizvoljnog signala X () i

reflektovane Hevisajdove funkcije u(—Q) u frekvencijskom domenu, jednaka

je umnosku njihovih pojedinacnih inverznih Furijeovih transformacija i faktora
2r:

t
.7-1{X(Q)*u(_g)}=zzx(z)-{L[Lma(t)}}=ﬁ+m(o)5(t). (6.114)
27| jt Jt
S druge strane, konvolucioni integral proizvoljnog signala X(Q) i

reflektovane Hevisajdove funkcije #(—€) u frekvencijskom domenu, zbog

antikauzalnosti reflektovane Hevisajdove funkcije, razli¢it je od nule samo u
granicama od  do « :

X(Q)u(-Q)= [ X (¥)aw. (6.115)
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Na osnovu dvije posljednje relacije zakljucujemo da je:

.7I{TX(‘P)d‘P}=M+7rx(O)§(t). (6.116)

O

U Tabeli 6.1 je dat zbirni prikaz osobina Furijeove transformacije.

6.5 Furijeova transformacija periodi€nih signala

Do sada smo za predstavu periodicnih signala preko elementarnih
kompleksnih eksponencijalnih (prostoperiodi¢nih) komponenti koristili razvoj
signala u Furijeov red. Osnovna karakteristika spektra periodi¢nih signala koja
ga razlikuje od spektra neperiodi¢nih signala je njegova diskretnost, odnosno
konacne razlike frekvencija spektralnih komponenti. Analiziraju¢i osobine
Furijeove transformacije primijetili smo da se u spektru konstante, sinusne i
kosinusne funkcije pojavljuju Dirakovi impulsi. Sada ¢emo razmatranje uopstiti
1 pokazati da se Furijeova transformacija moze koristiti 1 za spektralnu analizu
periodi¢nih signala. U tu svrhu prvo ¢emo prikazati periodic¢an signal preko
Furijeovog reda, a zatim pronac¢i Furijeovu transformaciju tog signala.
Kompleksni oblik Furijeovog reda je oblika:

oo

()=, Ce™ (6.117)
k=—oc0
sa koeficijentima:
1 =~ — jkQqt
C,=— x(t)e Tt | (6.118)
Ty 5,
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Tabela 6.1. Osobine Furijeove transformacije.

Osobina x(t) X(Q)
Simetrija X (1) 27x(-Q)
Linearnost ax, (t)+bx,(t), Va,be C. | aX,(Q)+bX,(Q)

Pomak u vremenskom

— —JQ
domenu x(t-1y) e X (Q)
Pomak u frekvencijskom i B
domenu x(1)-e X(Q-Q,)

1 Q

Skaliranje x(at), ae R MX(;J
Konvolucija u _
vremenskom domenu x (1) * %, (1) X,(Q) X, ()
Konvolucija u 1

S X1(Q)* X, (Q)

frekvencijskom domenu 20T

Deriviranje u dx (1) ax (@)

vremenskom domenu dt J

Deriviranje u X (Q)

frekvencijskom domenu e (t) T 0

Integraljenje u 0 LX OVt mX o
vremenskom domenu _-[OX(T)dT jQ ( ) T (0)5( )
Integraljenje u 1 Nt 0)5 (s =

frekvencijskom domenu | jt x(1)+x(0)6() iX (¥)av
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Furijeovom transformacijom signala )~c(t ) dobijamo:

.f{i(t)}:f{ i ckef"ﬂvf} = i e = i C, - 276(Q-kQ,).(6.119)

k=—o0 f=—oo

f=—o0

Furijeova transformacija periodicnog signala je niz Dirakovih impulsa na
ucestanostima kQ, za koje se inace rac¢una Furijeov red tog signala. Za ostale

ucestanosti taj spektar je jednak nuli, te kazemo da ima diskretnu prirodu. Svaki

Dirakov impuls 220(Q—k€) u poslednjem izrazu zapravo je Furijeova

transformacija jedne kompleksne prostoperiodi¢ne komponente ¢**', dobijen
na osnovu osobine pomaka u frekvencijskom domenu.

Dakle, pri trazenju Furijeove transformacije periodicnog signala,
neophodno je pronaci koeficijente Furijeovog reda tog signala. Tada je:
E) =3 ¢, 28 (Q- kR, ). (6.120)
k=—oo0

Odredivanje koeficijenata Furijeovog reda pri trazenju Furijeove
transformacije periodi¢nih signala se moze izbjec¢i. Naime, svaki periodic¢an

signal )?(t) perioda 7, mozemo posmatrati kao rezultat konvolucije
neperiodicnog signala x(t) koji je na osnovnom periodu jednak periodicnom

signalu:

x(1), te{—ﬁ,ﬁj
x(t)= 272 ), (6.121)

5(t)="Y 8(t—kT,). (6.122)

Dakle,

X(t)=x(2)*6(t)=x(r)* Y 6(1—kT))= > x(t—kT,). (6.123)
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Koriste¢i  osobinu  konvolucije u vremenskom domenu, Furijeova
transformacija  periodi¢cnog signala jednaka je proizvodu Furijeove

transformacije signala x(t ) i Furijeove transformacije povorke Dirakovih

impulsa S(I):

Az} = Ax()* (1)} =x (@) {5()} . (6.124)

Prvo ¢emo odrediti koeficijente Furijeovog reda i pronaéi Furijeovu
transformaciju povorke Dirakovih impulsa:

T, ﬁ
132y 13 . 1
C,=— | o(t)e"™dt=—| 6(t)e ™™ dt=—, (6.125)
2 2
As=3 ¢ ~2;z5(g—kgo)=2T—” S 5(Q-kQ,)=
- 0k (6.126)
=Q, Y §(Q-kQ,)=5(Q).

fr=—co
Furijeova transformacija povorke Dirakovih impulsa prikazana je na Slici 6.16.

Primjenjujuci osobinu odabiranja Dirakove funkcije u frekvencijskom domenu:
X(Q)0(Q-kQ)) =X (kQ,) 6(Q—£kC,)) (6.127)
1z (6.133) 1 (6.135) dobijamo Furijeovu transformaciju periodi¢nog signala:

Ax()}=x(Q)-Q, i S(Q-kQ,)=Q, i X (kQ,)8(Q-kQ,). (6.128)

k=—co k=—c0
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>
>

AS(Q) = Qo >0 8(Q — kQ)

Qo

(b)

¥

—Q 0 Qo

Slika 6.16 (a) Signal u obliku povorke Dirakovih impulsa i (b) njegova
Furijeova transformacija.

Primjer 6.10:

Odrediti Furijeovu transformaciju povorke trougaonih impulsa datih na Slici
6.17, pri ¢emu je T, = 4T .
A Z(t)

T - 10T To t

Slika 6.17 Povorka trougaonih impulsa.
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Riesenye:
Postupak odredivanja Furijeove transformacije povorke trougaonih
impulsa prikazan je na Slici 6.18. Prvo izdvajamo jedan period periodi¢nog

signala )Nc(t ) 1 formiramo signal x(t ) Furijeova transformacija neperiodi¢cnog
. ) ) QT R . ~

signala x(t) je X(Q)=4T s1n027. Periodican signal x(t) u vremenskom
domenu mozemo dobiti konvolucijom signala x(t ) i povorke Dirakovih

impulsa S(t)
tako da je:

¢emu u domenu Furijeove transformacije odgovara mnozenje,

b

= ATsinc TT'_ > 5(Q-kQ,)= (6.129)

TS ine M 5(a-ke,).
2 &7 4
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(@)

Ao(t) = pr 6(t—KkTp)

(b)

~T, 0 T, t
A Z(t)
A
©
~T, T |oT T, t

Slika 6.18 Odredivanje Furijeove transformacije povorke trougaonih impulsa
(vremenski domen): (a) jedan trougaoni impuls; (b) povorka
Dirakovih impulsa 1 (c) povorka trougaonih impulsa.
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(d)

)

—Qo

0 Qo

2D

(®)

Slika 6.18 Odredivanje Furijeove transformacije povorke trougaonih impulsa
(frekvencijski domen): (d) Furijeova transformacija jednog
trougaonog impulsa; (e) Furijeova transformacija povorke
Dirakovih impulsa i (f) Furijeova transformacija povorke

trougaonih impulsa.
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6.6 Parsevalova teorema za kontinualne
neperiodi¢ne signale

Posmatrajmo neperiodicne signale koji imaju kona¢nu energiju datu sa:
W, = [|x(e)[ ar. (6.130)

Koristedi izraz za sintezu signala:

x(t) === [ X(Q)e"*dQ (6.131)

¥ (f)=—= [ X' (Q)e7™dQ, (6.132)

pokaza¢emo da energiju signala mozemo racunati i u transformacionom
domenu:

e 27 =,
=i_wx* (Q)L[ox(t)e‘/“’dt}dﬁ = (6.133)
|

. 1 % 2
-——[x (Q)X(Q)dQ:g£|X(Q)| Q.
Parsevalova teorema za neperiodicne kontinualne signale:
I 2 1 % 2
W, =_Ux(t)‘ dt:g:UX(Q)‘ dQ (6.134)

nam kaze da energiju signala mozemo racunati i u frekvencijskom domenu.
Funkcija ‘X (Q)‘ se u literaturi naziva spektralna gustina energije, gustina energetskog

spektra ili kratko energetski spektar signala. Primjer graficke predstave energetskog
spektra dat je na Slici 6.19.
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AX(Q)?

4A%T?

Q¥

0

S
S

Slika 6.19 Energetski spektar pravougaonog impulsa.

2

Za realne signale vrijedi |X(—Q)‘ =‘X(Q)2

spektar parna funkcija.

, Sto znaci da je energetski

Energetski spektar signala je preko Furijeove transformacije povezan sa
korelacijom signala. Potrazimo Furijeovu transformaciju autokorelacije:

. /f‘{x(t) ®x(t)} =, f{x* (=)= x(t)} =, /‘{x* (—t)} . /f‘{x(t)} =

. (6.135)
- X (Q)x(Q).
Pri tome smo koristili da je:
x () X (Q), (6.136)
sto je lako pokazati:
X (Q)= mx* t)e’dt =—_mx* —)e ™ dr= Mx* —t)e ¥dt =
(@)= @ea) =[x (e)ear= ] (0 o

:.f{x*(—l‘)}.

Zaklju¢ujemo da je Furijeova transformacija autokorelacije jednaka gustini
energetskog spektra signala:

. 2
SR ()} =[x (Q)f . (6.138)
Dakle, autokorelacija i energetski spektar signala nose istu informaciju o signalu

11z njih nije moguce rekonstruisati originalni signal.
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6.7 Odmjeravanje signala

Ako se radi digitalna obrada kontinualnih signala, signalu je potrebno pridruziti
niz brojeva koji odgovaraju njegovim vrijednostima u odabranim trenucima
vremena. Taj postupak, koji nazivamo analogno/ digitalna konverzija ili kratko
digitalizacija, se sastoji od dva koraka. Prvo se vtsi odmjeravanje signala tako sto se
uzimaju uzorci signala u odabranim vremenskim trenucima. Zatim se
vtijednosti tako dobijenih odmjeraka signala fvantuju i dodjeljuje im se brojna
vrijednost iz konac¢nog skupa brojeva. U ovom poglavlju ¢emo se baviti
uticajem odmjeravanja na spektralne karakteristike signala.

Odmjeravanje signala ¢emo matematicki modelirati mnozenjem signala sa
povorkom Dirakovih impulsa:

o

x, ()=x(t)-6(t)=x(t) Y. 6(t—kAt)= > x(kAt)S(t—kAt).  (6.139)
k=—co k=—c0

Signal koji nastaje procesom odmijeravanja, nazvacemo odmyjereni signal.
Potrebno je naglasiti da je odmjereni signal kontinualna funkcija, jer su njegove
vrijednosti poznate u svakom trenutku vremena. Odmjereni signal je zapravo
povorka Dirakovih impulsa u trenucima odabiranja ¢ =kAt, ¢ije su jacine udara
jednake vrijednostima signala u tim vremenskim trenucima. Za ostale

vtijednosti vremenske nezavisne varijable odmjereni signal jednak je nuli.

Furijeova transformacija odmjerenog signala je:

.f{xs(t)}:,f{x(t)~5'(t)}:E</ [x()}= 7 {8(1)}, (6.140)
./"{x‘y(t)}ziX(Q)*Qs S 5(Q-kQ,), (6.141)

_ = 1 < 2r
Y {xx(t)}:XA_(Q)zA—tk:_wX(Q—kQX), Q= (6.142)

Primje¢ujemo da se spektar odmjerenog signala periodicno ponavlja sa
periodom koiji je jednak ucestanosti odmjeravanja:

2

Q="
A

(6.143)
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Osnovni cilj prilikom odmjeravanja signala je da se sacuva S$to vise
informacija sadrzanih u signalu, kako bi se na osnovu odmjeraka mogao §to
bolje rekonstruisati originalni kontinualni signal. Na osnovu teorije razvoja
signala preko ortogonalnih funkcija znamo da je za idealnu rekonstrukciju
signala racunanjem inverzne transformacije neophodno poznavanje svih
spektralnih komponenti signala, dok je za aproksimaciju signala moguce
koristiti uzi frekvencijski opseg, pri ¢emu se dodavanjem visokofrekvencijskih
komponenti smanjuje srednjekvadratna greska pri rekonstrukciji signala.

Kao posljedica odmjeravanja signala, u frekvencijskom domenu dolazi do
periodi¢nog ponavljanja spektra kontinualnog signala. Pri tome se moze desiti
da se frekvencijske komponente iz jednog perioda signala preklope sa
frekvencijskim komponentama iz drugih perioda. Tu pojavu nazivamo
preklapanje spektra (aliasing). Preklapanje spektra se moze izbjeci ako je spektar
kontinualnog signala ogranicen. U prakticnim primjenama cesto radimo sa
signalima za koje mozemo smatrati da imaju ogranic¢en spektar. Vidjecemo da
je pod tim uslovom moguce iz spektra odmjerenog signala izdvojiti spektar
kontinualnog signala, te inverznom Furijeovom transformacijom rekonstruisati
originalni kontinualni signal.

Pretpostavimo da je spektar signala ogranicen, tj. da se u spektru signala ne
pojavljuju frekvencijske komponente ucestanosti ve¢ih od €2, . Na Slici 6.20 su

prikazana tri karakteristicna slucaja koja ilustruju $ta se desava sa spektrom
odmjerenog realnog signala (Ciji je spektar paran) prilikom promjene
ucestanosti odmjeravanja. U prvom slucaju ucestanost odmjeravanja je bar dva

puta veca od gornje grani¢ne ucestanosti 2, kontinualnog signala, dok je u
drugom slucaju jednaka 2€2,. U ova dva slucaja ne dolazi do preklapanja u
spektru odmjerenog signala. Do preklapanja u spektru odmjerenog signala
dolazi kada je ucestanost odmjeravanja manja od 2€2,. Sa Slike 6.20 je jasno

vidljivo da je idealna rekonstrukcija spektra kontinualnog signala, a samim tim i
rekonstrukcija originalnog kontinualnog signala bez gubitaka, moguca ako je

ucestanost odmjeravanja dovoljno velika, . u slucajevima kada je € 22Q .

S

Ovaj uslov naziva se Nikvistov kritersj, a ucestanost se naziva Nikvistova

ucestanost.
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Ax(t)

@)

0 t

AS(D) = D232 o 6(1— KAL)

(b)

<ty

—At; |0 Aty

ATs1(1)

© Tl | ]

0 At; 7

Slika 6.20  Odmjeravanje signala: (a) kontinualni signal; (b) povorka Dirakovih

impulsa 1 (c) odmjereni signal, A¢, = é—” (nastavak na sljedec¢oj
sl

stranici);
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AX ()
1
(d)
—Q, 10 Q, Q
61() = Qa1 Y e 62— kQq)
A
A
Qsl
©
_Qsl 0 Qsl Q
) ;\Xsl(g)
Atl
| | R ®
—0a 9,109, Q1 Q

Slika 6.20 (nastavak): (d) amplitudni spektar signala x(t ); (e) Furijeova
transformacija povorke Dirakovih impulsa i (f) amplitudni spektar

odmjerenog signala, €2, >2€2, (nastavak na sljedecoj stranici);
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AT 2 (t)

@ T | | T

0 At 7
AZg3 (t)
A
(b) _ S
0 At i

Slika 6.20 (nastavak): (g) odmjereni signal, Az, = 27

52

i (h) odmjereni signal,

2z ST -
At, = (nastavak na sljedecoj stranici);

53
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A X’SQ(Q)

bl
N

@
—Q, |08, (n =29, 9
A ng(Q)
1
Atg
) Ay R
0 Q4 =Q, Q

Slika 6.20 (nastavak): (i) amplitudni spektar odmjerenog signala, €, =2Q i
(j) amplitudni spektar odmjerenog signala, €2, <2€2,.
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6.8 Rekonstrukcija signala iz njegovih odmjeraka

Pretpostavimo da je prilikom odmjeravanja signala postovan Nikvistov kriterij.
Pokazacemo da je pod tim uslovom moguca idealna rekonstrukcija signala. Prvo
¢emo izdvojiti spektar kontinualnog signala iz spektra odmjerenog signala

mnozenjem spektra odmjerenog signala sa tzv. prozorskom funkcijom P(Q) ,
koja je data na Slici 6.21(a).

Transformacioni par u vremenskom domenu ovoj prozorskoj funkciji P(Q) je

sinc funkcija:

o
COAL

p(t)=sinc g; 6, Q (6.144)

prikazana na Slici 6.21(b), $to se lako odredi koriste¢i osobinu simetrije
Furijeove transformacije.

Mnozenju spektra odmjerenog signala sa prozorskom funkcijom u
frekvencijskom domenu:

X(Q)=X,(Q) P(Q) (6.145)

5

odgovara konvolucija odmjerenog signala sa funkcijom p(t ) u vremenskom

domenu:

x(t)=x, (1) p(t) =

{Z x(kAt)é(t—kAt)}sinc%ﬁ (6.146)

f=—o0

= 3 x(kat)sine % (1~ kA?).

k=—oo

Dakle, rekonstrukcija signala u vremenskom domenu se moze posmatrati
kao suma beskona¢no mnogo sinc funkcija oblika (6.144), koje djeluju u
trenucima kAf i ¢ije su amplitude pomnozene sa vtijednostima signala u
tatkama odabiranja, pogledati Sliku 6.22. Funkcija p(f) data sa (6.144)

omogucava rekonstrukciju kontinualnog signala iz njegovih odmjeraka bez
greske, te se naziva idealna interpolaciona funkcia.
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AP(Q)
At
(@)
o, 0 @ )
2 2
Ap(t)
1
/\ /\ 5 ®
e \}At At\/ N~ 1

Slika 6.21 (a) Prozorska funkcija u frekvencijskom domenu i (b) idealna
interpolaciona funkcija kao njen Furijeov transformacioni par u
vremenskom domenu.

Primjetimo da je idealna interpolaciona funkcija nekauzalna. Zbog toga na
vrijednost rekonstruisanog signala u nekom trenutku ne uticu samo vrijednosti
odmjeraka signala do tog i u tom trenutku, ve¢ i nakon posmatranog trenutka u
kom se vrsi rekonstrukcija, sve do beskonacnosti, pogledati Sliku 6.22(f). To
onemogucava rekonstrukciju signala u realnom vremenu, tj. istovremeno sa
pristizanjem informacija o odmjercima signala. Zbog problema uzrokovanih
nekauzalnoscéu ove funkcije, u praksi se primjenjuju kauzalne interpolacione
funkcije pomocu kojih se rekonstruise priblizan oblik signala.
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X,(92)
1
At
@ R
—Q -Q, [0 Q, Qs Q
AP(Q)
At
(b)
o [0 o )
2 2
AX(Q)
1
©
—Q, |0 Q, 0

Slika 6.22 Idealna rekonstrukcija signala: (a) amplitudni spektar odmjerenog
signala; (b) prozorska funkcija 1 (c) amplitudni spektar kontinualnog

signala dobijen kao proizvod X, (Q) i P(Q) (nastavak na sljedecoj
stranici);
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x4(1)
A A
T )

0 At ' 7
\p(t)
1

/\ S
A/ T ©
x(t)

(®)

Slika 6.22  (nastavak): (d) odmjereni signal; (e) idealna interpolaciona funkcija i
(f) rekonstruisani kontinualni signal nacrtan debelom linijom, dok
su tankim linijama nacrtane konvolucije pojedinac¢nih Dirakovih

impulsa signala x, (¢) sa idealnom interpolacionom funkcijom.
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6.9 Gibsov fenomen

Prilikom rekonstrukcije signala mnozenje u frekvencijskom domenu

uniformnom prozorskom funkcijom P(Q) , koja je razli¢ita od nule i jednaka

jedinici samo za |Q| <Q, garantuje idealnu rekonstrukciju signala ¢ija je gornja
grani¢na ucestanost manja ili jednaka od Q,. Ako bi Sirina prozorske funkcije

bila manja, doslo bi do odsijecanja dijela spektra signala na ucestanostima
veédim od Q. U slucaju signala sa diskontinuitetima, ¢iji spektar nije ogranicen
1 prekriva cijeli frekvencijski opseg od -« do « beskonacno, odsijecanje
visokofrekvencijskih komponenti je neminovno sve dok je Sirina prozorske
funkcije kona¢na. Rekonstrukcija signala bez visokofrekvencijskih komponenti
rezultuje aproksimativnim oblicima signala. Srednjekvadratna greska koja se
¢ini pri rekonstrukciji signala se smanjuje sa povecanjem Sirine prozorske
funkcije i tezi ka nuli kada Sirina prozorske funkcije tezi ka beskonacnosti.
Medutim, pri rekonstrukciji signala koji sadrze diskontinuitete, iako
srednjekvadratna greska postaje jako mala pri velikim Sirinama prozora,
rekonstruisani signal se po svom obliku znacajno razlikuje od originalnog
signala 1 u njemu se pojavljuju karakteristicni preskoci 1 oscilacije nazvani Gzbsov
fenomen (Josiah Willard Gibbs, 1839 —1903).

Iustrovaéemo Gibsov fenomen na primjeru rekonstrukcije Hevisajdove
funkcije iz njenog spektra. U svrhu rekonstrukcije, pomnozimo spektar

Hevisajdove funkcije U(Q)sa prozorskom funkcijom P(Q) sirine Q,:

0(Q)=U(Q)-P(Q)= (6.147)

- U(Q), |9<Q,
0, inace

Inverznom Furijeovom transformacijom dobijamo:
i(r)={o(@)}=7{u(Q)-P(Q)}=u(r)x ' {P(Q)}.  (6.148)

Inverzna Furijeova transformacija prozorske funkcije dobije se koristeéi pravilo
simetrije:

p(t)="{P(Q)} z%sincﬁot, (6.149)
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tako da je rekonstruisana Hevisajdova funkcija jednaka:

oo

t
(1) = () 2 sine (@)= 22 [ u(1—7)sine(Q,7)dr =222 [ sinc(Q,7)d .(6.150)
T T - T =,

o0

Numerickom integracijom se moze pokazati da maksimalna vrijednost ovog

integrala nastupa za t=—. Do ovog zakljucka se moze doci i posmatrajuci
0

graficko rjesavanje konvolucije Hevisajdove i sinc funkcije ilustrovano na Slici
6.23. Vidljivo je da se najveca povrsina ispod proizvoda ove dvije funkcije

dobije kada se prednja ivica reflektovane Hevisajdove funkcije nade u t:l,
0

§to je prikazano punom linijjom na Slici 6.23(b).

Maksimalna vrijednost #(f) je za 9% veéa od vrijednosti Hevisajdove
funkcije 1 ne zavisi od Sirine prozorske funkcije Q,. Sa povecanjem Sirine

prozorske funkcije u frekvencijskom domenu smanjuje se sirina glavnog luka i
razmak izmedu nula sinc funkcije u vremenskom domenu, ali istovremeno,
shodno osobini skaliranja Furijeove transformacije, proporcionalno raste njena
amplituda. Zbog toga pri povecanju Sirine prozorske funkcije frekvencija
oscilacija u rekonstruisanom signalu raste, povecava se strmina u okolini tacke
gdje originalni signal ima prekid i preskok se pomjera prema tacki prekida

postajuéi sve uzi, ali vrijednost maksimuma rekonstruisanog signala, koji
odgovara povrsini ispod proizvoda Hevisajdove i sinc funkcije u trenutku

=2 ostaje 1,09. I pored toga Sto pri povecanju frekvencijskog opsega na
0

osnovu kog se vrsi rekonstrukcija signala preskok ostaje iste visine, period
oscilacija u rekonstruisanom signalu postaje sve kraci, tako da se
srednjekvadratna greska sve vise smanjuje. Za ilustraciju navedenog, na
slikama 6.24 1 6.25 prikazan je Gibsov fenomen koji se javlja pri rekonstrukciji
pravougaonog impulsa. Sirina prozorske funkcije na Slici 6.25 je dva puta veéa
od sirine prozorske funkcije na Slici 6.24, tako da se na ovim slikama moze
pratiti uticaj Sirine prozorske funkcije na oblik oscilacija koje se javljaju u
rekonstruisanom signalu.
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Ap(t) = %sinc(QOT)
@)
/\ /\ /\ VAN N >
AV R YA >
Au(t — )
(b)
0 T
a(?)
1.09
1+
(C) N\ | >
N o t

Slika 6.23 Rekonstrukcija Hevisajdove funkcije iz ogranicenog spektra signala:
(a) p(t ) - inverzna Furijeova transformacija prozorske funkcije;
(b) pomjeranje reflektovane Hevisajdove funkcije pri odredivanju

konvolucije 1 (c) konvolucija Hevisajdove funkcije sa p(t ) .

204



Furijeova transformacija

6.10 Hilbertova transformacija

Za kauzalni signal moguce je uspostaviti vezu izmedu realnog i imaginarnog
dijela njegove Furijeove transformacije. Da bismo to pokazali, podimo od
c¢injenice da svaki kauzalan signal, koji je jednak nuli za <0, mozemo zapisati
na sljedeci nacin:

x(t)=x(1)-u(t). (6.151)

Mnozenju dva signala u vremenskom domenu odgovara konvolucija
njthovih Furijeovih transformacija u frekvencijskom domenu, pa dobijamo:

X(Q)={x(t)} = {x(t)-u(t)} ==X (Q)*U(Q), (6.152)

X(Q)=R(Q)+jI(Q)=——[ R(Q)+,1(Q)] {;z(s(gz) +%§J =
(6.153)
~LR(Q)*O(Q)+ 5L 1(@)r 45 1 1(2)76() - R(@) ]

Na osnovu (4.31) znamo da je konvolucija signala sa Dirakovim impulsom
pomjerenim u tacku #, jednaka tom signalu pomjerenom u tacku #,. Zbog toga

su konvolucije sa Dirakovim impulsima u (6.153) jednake:

R(Q)*5(Q)=R(€Q), (6.154)

[(Q)*6(Q)=1(Q). (6.155)
Tako dobijamo da je:
R(Q)+jI(Q)=%R(Q)+$](Q)*é+]‘[%l(ﬁ)—%R(Q)*é} . (6456)
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A X ()

(@)

o) /

(b)

—Qo1 0 Qo

fe) /

M X ()
©
N N .
ViV 0

Slika 6.24 Gibsov fenomen (frekvencijski domen): (a) amplitudni
spektar originalnog signala; (b) prozorska funkcija sirine

2Q,, 1 () proizvod amplitudnog spektra signala 1
prozorske funkcije.
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Furijeova transformacija
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Slika 6.24 Gibsov fenomen (vremenski domen): (d) originalni signal;

(e p (t ) - inverzna Furijeova transformacija prozorske

funkcije Sirine 2Q,, 1 (f) konvolucija originalnog signala sa

pl(t)'
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Slika 6.25 Gibsov fenomen (frekvencijski domen): (a) amplitudni

spektar originalnog signala; (b) prozorska funkcija sirine

2Q,, =4Q,, 1(c) proizvod amplitudnog spektra signala i
prozorske funkcije.
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Furijeova transformacija
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Slika 6.25 Gibsov fenomen (vremenski domen): (d) originalni signal;
(e) p, (t ) - inverzna Furijeova transformacija prozorske

funkcije Sirine 2Q, =4Q,, 1 (f) konvolucija originalnog

signala sa p, (t) .
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GLAVA 6

Razdvajajudi realne i imaginarne dijelove (6.155), zakljucujemo da realni i
imaginarni dio Furijeove transformacije kauzalne funkcije mozemo izraziti na
sljededi nacin:

R(Q)=7l[ *——%T (6.157)
_ L p)s Lo LTRM)
1(Q)=——R(Q)* == ﬂiﬁd‘l’ (6.158)

Drvije prethodne relacije uspostavljaju vezu izmedu realnog i imaginarnog
dijela Furijeove transformacije kauzalnog signala, te kazemo da realni i
imaginarni dio Furijeove transformacije kauzalnog signala obrazuju Hilbertov
transformacioni par dat sa (6.157) 1 (6.158). To znaci da je za rekonstrukciju
kauzalnog signala dovoljno poznavati samo realni ili imaginarni dio njene
Furijeove transformacije, jer se pomocu Hilbertove transformacije rekonstruise
nepoznati imaginarni, odnosno realni dio Furijeove transformacije.
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