Glava 8

VISEDIMENZIONALNI
KONTINUALNI SIGNALI

Visedimenzionani signali opisuju fizicke pojave koje zavise od dvije ili vise
nezavisnih varijabli. N-dimenzionalni signal ~ je matematicka funkcija N
nezavisnih varijabli. Nezavisne varijable se zapisuju u obliku uredenih N -torki

.- T . v ..

(ti,ty..0ty) ili vektora t=[t,0,,....1y] €RY, gdje T oznacava operaciju
transponovanja. Shodno usvojenom stilu oznacavanja nezavisnih varijabli,
N-dimenzionalni signal zapisujemo sa x(#,t,,...,f, ) ili x(t). N-dimenzionalni
signal je kontinualan ako su sve njegove nezavisne varijable kontinualne. Ako su
sve nezavisne varijeble diskretne i N-dimenzionalni signal je diskretan. Ukoliko
su neke nezavisne varijable kontinualne a druge diskretne, kazemo da se radi o
myesovitom N-dimenzionalnom signalu. Radi lakseg pisanja u nastavku ¢emo
koristiti skra¢enicu ,,ND za ,N-dimenzionalni®.
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U praksi su od posebnog znacaja 2D i 3D signali. Slike su 2D signali koji
opisuju promjenu svjetline u prostoru. Umjesto oznake (#,,f,) za nezavisne
varijable cesée se kod 2D signala koji opisuju prostornu zavisnot neke fizicke
veli¢ine koriste oznake (xl,xz) ili (x, y) za nezavisne varijable, a sam signal
oznacava sa f(x,x,) ili f(x,y).Kao primjere 3D signala mozemo navesti 3D
holografske slike i video signale. Za razliku od 3D slika koje su funkcije tri
prostorne nezavisne varijable i najées¢e oznacene sa f(x,y,z), video signal je
funkcija dvije prostorne i jedne vremenske nezavisne varijable, pa je pogodan
nadin oznacavanja f'(x,y,t).

8.1 Osnovni visedimenzionalni signali

U analizi i obradi visedimenzionalnih signala znacajnu ulogu imaju ND
jedini¢ni odsko¢ni signal, ND pravougaoni impuls, ND Dirakov impuls, te ND
eksponencijalni 1 sinusni  signali. Posebnu klasu c¢ine  separabilni
visedimenzionalni signali koji se formiraju u obliku proizvoda vise 1D signala.

8.1.1 ND jedini¢ni odsko¢ni signal
ND jedinicni odskocni signal se definiSe sa:

1, teRY
t)=<" N 8.1
u(t) {0, te RV’ ®1)

gdje je R" skup vektora &ije su sve komponente pozitivne, dok je R” skup
vektora Cije su sve komponente negativne. Vrijednosti signala za vektore cija je
bar jedna komponenta jednaka nuli nisu definisane.

2D jedinicni odskolni signal je definisan sa:
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u(z,y)

Slika 8.1 2D jedini¢ni odskocni signal.

I, x>0Ay>0
(8.2)
0, x<0vy<0

u(x,y):{

i prikazan na Slici 8.1.Vrijednosti signala za x=0Ay20 i x=20A y=0 nisu
definisane.

8.1.2 ND pravougaoni impuls

ND pravougaoni impuls se definise sa:

{1, te R},

> 8.3
0, te R} 8.5

gdje je R}, skup vektora &ije su sve komponente ogranitene tako da je
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Slika 8.2 2D pravougaoni impuls.

T .
|tl.|<—’, i=12,..,.N, T,>0, a R}_ skup vektora ¢ije su sve komponente
2

ograniCene tako da je |t,.| >3’, i=1,2,...,N, T, >0. Vrijednosti signala za vektore

1

¢ija je bar jedna komponenta ¢, =0 ili ¢, :iz nisu definisane.

Kao primjer ND pravougaonog impulsa posmatrajmo kauzalni
2D pravongaoni impuls definisan sa:

X Y
1, |x|<?/\|y|<5
p(x.y)= : (84)

0, |x|>§v|y|>§

Ovaj pravougaoni impuls je prikazan na Slici 8.2. Vrijednosti signala za
x=0A0Zy2Y, x=XA0<y2Y, 05x<XAy=0 1 0Ssx<XAy=Y nisu

definisane.
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8.1.3 ND Dirakov impuls

ND Dirakov impuls je ND signal koji za t =0 ima beskonac¢no veliku vrijednost,
dok je za sve ostale vrijednosti vektora t jednak nuli:

oy

: (8.5)

sa osobinom da je:

2D Dirakov impuls definisan sa:

oo, x=0Ay=0
5(x,y) = , 8.7
(x.7) {o, x %0V y£0 (57
o oo 0,0,
j j S(x,y)dxdy = I5(x,y)dxdy =1, (8.8)
Zo Zeo 0_0_
je prikazan na Slici 8.3.
10 (2, y)
1

Y

Slika 8.3 2D Dirakov impuls.
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8.1.4 ND kompleksni eksponencijalni i sinusni signali

Kako bismo opisali ND kompleksne eksponencijalne signale, definisimo ND
vektor kompleksnih ucestanosti sa:

s=[5,,5,,.,5,]€ CY, (8.9)
gdje je 5, =0, +jQ,, i=1,2,...,N . Vektor ugaonih ucestanosti je definisan sa:
Q=[Q,Q,.,...,Q, e R". (8.10)
ND kompleksni eksponencijalni signal se definise sa:
x(t)=Ca™, (8.11)

gdje su C i a u opstem slucaju kompleksne konstante. Za C,axe R signal dat
sa (8.11) postaje IND realni eksponencijalni  signal. Primjer 2D  realnog
eksponencijalnog signala je dat sa:

2777 x>0Ay>0
27 x>0Ay<0

xX,y)= , 8.12
S x7) 277, x<0Ay>0 (512
27 x<0Ay<0
ND eksponencijalni signal:
x(t)=Ce™™ (8.13)
je periodican po svakoj nezavisnoj varijabli sa osnovnim periodom 7}, = 2 .
0i
Uz C=|Cle’” (8.12) mozemo zapisati u obliku:
x(t)=|C|e’ ™) =|C|cos(Qut + ) + j|Clsin (2.t +6) . (8.14)
Opsti oblik ND sinusnih signala je dat sa:
x(t)=|Clcos(Q,t+6). (8.15)
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e

Slika 8.4 2D eksponencijalni signal (8.15).

Slika 8.5 Primjer 2D sinusnog signala.

Signal dat sa (8.12) prikazan je na Slici 8.4, dok je na Slici 8.5 prikazan primjer
2D sinusnog signala. Napomenimo da su prilikom generisanja slika u ovoj
knjizi koris¢éene numericke metode, te signale prikazane na slikama treba
posmatrati kao aproksimacije stvarnih kontinualnih signala koje predstavljaju.
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8.1.5 Separabilni ND signali

Ako se viSedimenzionalni signal moze napisati u obliku proizvoda
jednodimenzionalnih signala, takve viSedimenzionalne signale nazivamo
separabilnim  signalima. U obradi visedimenzionalnih signala posebno su
interesantni separabilni sinusni signali definisani sa:

x(t,ty5e. 0ty ) =sin(Q1,)sin(Q,1, )---sin (Q,2,, ) - (8.16)

Realni i imaginarni dijelovi ND kompleksnih signala definisanih sa (8.13)
sacinjeni su od separabilnih sinusnih signala. Pokaza¢emo to na primjeru 2D
signala:

£ () =) 2 g

8.17)
=[cos(Qxx)+jsin(£2xx):|[cos<£2yy)+jsin(ny)].
Realni i imaginarni dijelovi ovog signala su dati sa:
Re{f(x,y)} = cos(Qxx)cos(ny) —sin(Q, x)sin (ny) , (8.18)
Im{f(x,y)} =sin (Qxx)cos<£2yy) +cos(Q,x)sin (ny) ) (8.19)

Oblik 2D separabilnog sinusnog signala f(x, y) =sin (x)sin( ») prikazan je na
Slici 8.6.

Na slican nacin se definiSe separabilni sinc signal:

S (x,y)=sinc(x)sinc(y). (8.20)

Oblik 2D separabilnog sinc signala prikazan je na Slici 8.7.
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Slika 8.6 Separabilni 2D sinusni signal.

Slika 8.7  Separabilni 2D sinc signal.
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8.2 Obrada viSedimenzionalnih signala u
vremenskom domenu

Visedimenzionalni kontinualni sistemr transformise visedimenzionalni kontinualni
ulazni signal u visedimenzionalni kontinualni izlazni signal. Za ND sistem tu
transformaciju zapisujemo sa:

Y(tistyonity) = 7 {x(t,15,..1)}, (8.21)

ili krace sa:
y(t)=-7{x(t)}, (8.22)

odnosno:
y(t)={x(t)}, (8.23)

Blok dijagram visedimenzionalnog kontinualnog sistema sa jednim ulazom i
jednim izlazom prikazan je na Slici 8.8.

x(t)— ] (1)

Slika 8.8 Blok dijagram viSedimenzionalnog kontinualnog sistema
sa jednim ulazom 1 jednim izlazom.

Visedimenzionalni sistem je /nearan ako vrijedi da je:

Hax (t)+bx, ()} =a 7 {x ()} +b. 7 {bx, (1)}, Va,pe C.  (8.24)

Ako pomak ulaznog signala za vektor t, uzrokuje samo pomak izlaznog

signala za isti vektor, bez promjene oblika signala, kazemo da je
visedimenzionalni sistem znvarijantan na pomak. To formalno zapisujemo sa:

x(t) > y(t)=>x(t—t)) > y(t—t,), (8.25)

a takve sisteme kratko zovemo LSI (Linear shift-invariant) sistemi.
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ViSedimenzionalni  sistemi se opisuju parcijalnim  diferencijalnim
jednacinama. Uz poznatu pobudu, odziv sistema je mogucée odrediti njihovim
rjeSavanjem.

Osim rjesavanjem parcijalnih diferencijalnih jednacina, odziv LSI ND
sistema sa impulsnim odzivom 4(#,,1,,...t, ) na pobudni signal x(1,,t,,...1, ) se

moze odrediti kotisteci visedimenzionalnu konvoluciju:

= .[ j---jx(q,rz,...rN)h(tl —T,t, = Tyy..nty — Ty )dT,dT, ... dT, = (8.26)

7, )dtdr,...dT,.

Il
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Kratko piSemo:
y(t)=h(t)=x(t)=x(t)*h(t). (8.27)

Primjer konvolucije 2D signala prikazan je na Slici 8.9, pri ¢emu je rezultat
konvolucije normalizovan po amplitudi.

8.3 Visedimenzionalni Furijeov red

Visedimenzionalni periodi¢ni signali mogu se razviti u visedimenzionalni Furijeov
red, koji za ND signale ima oblik:

Z Z Z Coo kwe’m“ , (8.28)

ky=—co ky=—c0 iy =—oo

Q, ==, kQ, =[kQ,,, 5,2,k | » sa koeficijentima:

Co=o——— [ [ [ &)™ atdt, aty, ke Z". (8.29)

ON ToiToo  Ton
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(a) (b)

(c)

Slika 8.9  Primjer konvolucije 2D signala: (a,b) signali; (c) rezultat konvolucije.

8.4 Visedimenzionalna Furijeova transformacija

Za analizu viSedimenzionalnih neperiodi¢nih signala kotistimo visedimenzionalnn
Furijeovn  transformaciju. ND direktna 1 inverzna Furijeova transformacija se

definise sa:

X(Q)= [ [ ] ¥(6)e ™ddt,---a (8.30)

—o0 —co —oo
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1
(27)"

x(t)=

ND Furijeova transformacija ima slicne osobine kao 1D Furijeova
transformacija. Njihovo razmatranje izlazi van okvira ove knjige. Naglasicemo
samo da je prilikom odmjeravanja visedimenzionalnih sistema neophodno
zadovoljiti Nikvistov kriterij tako da ucestanost odmjeravanja signala po svakoj

nezavisnoj varijabli ¢, bude bar dva puta ve¢a od odgovarajuce gornje granicne
ucestanosti Q, spektra signalu. Ispunjenje ovog uslova garantuje idealnu
2z
At,’

pri cemu je Af, korak odmjeravanja po nezavisnoj varijabli ¢, Nikvistov

rekonstrukciju signala. Ako ucestanost odmjeravanja oznacimo sa Q=

kriterij se moze zapisati sa:

Q,220Q,. (8.32)

ND Furijeova transformacija omogucava obradu signala u ND
frekvencijskom domenu. Oznacimo sa . /7.7~ ND Furijeovu transformaciju,

a sa . /177" inverznu ND Furijeovu transformaciju. Neka je sistem za
obradu ND signala sa impulsnim odzivom h(t) pobuden signalom x(t).

Sli¢no kao kod 1D signala, obrada ND signala u frekvencijskom domenu se
provodi kroz sljededi niz koraka:

H(Q)=. 17 {h(t)}, (8.33)
X(Q)= 1o {x(t)}, (8.34)
Y(Q)=H(Q)X(Q), (8.35)

y(t)y= 1oy (@)} (8.36)

Frekvencijska karakteristika ND sistema se moze izraziti kao:

H(Q)=——+= 177 {h(t)}. (8.37)

Primjeri 2D neperiodic¢nih signala i njthovih amplitudnih spektara prikazani su
na slikama 8.10-23.
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Slika 8.10 2D signal pravougaonog oblika.

Slika 8.11 Amplitudni spektar 2D signala sa Slike 8.9.
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Slika 8.12 2D signal piramidalnog oblika.

Slika 8.13 Amplitudni spektar 2D signala sa Slike 8.11.
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Slika 8.14 2D signal valjkastog oblika.

Slika 8.15 Amplitudni spektar 2D signala sa Slike 8.13.
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Slika 8.16 2D signal kupastog oblika.

Slika 8.17 Amplitudni spektar 2D signala sa Slike 8.15.
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Slika 8.18 2D Gausova funkcija.

Slika 8.19 Amplitudni spektar 2D Gausove funkcije.
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Slika 8.20 2D signal formiran od 2D Gausovih funkcija.

Slika 8.21 Amplitudni spektar 2D signala sa Slike 8.19.
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Slika 8.22 2D signal eksponencijalnog oblika.

Slika 8.23 Amplitudni spektar 2D signala sa Slike 8.21.
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8.5 Visedimenzionalna Laplasova transformacija

Za viSedimenzionalne kontinualne signale definiSe se direktna i inverzna
viSedimenzionalna Laplasova transformacija sa:

oo oo oo

X(s)=[ [ [ x(t)eatdr, -, , (8.38)

X(s)e"dsds,---ds, . (8.39)

=
—
-
N—"
Il
—_
[\
N |~
SN—
=
é'—;X
é'—-S
ﬁ'—;X

Oznadimo sa . /7 ND Laplasovu transformaciju, a sa . /7~ inverznu
ND Laplasovu transformaciju i posmatrajmo sistem za obradu ND signala sa

impulsnim odzivom h(t) na Ciji ulaz je doveden signal x(t). Prelaskom u

domen ND Laplasove transformacije, umjesto rjeSavanja parcijalnih
diferencijalnih jednacina, trazenje odziva ovog sistema se svodi na sljededi niz
koraka:

H(s)=. 1~ {h(t)}, (8.40)
X(s)= 1o {x(t)}, (8.41)

Y(s)=H(s) X(s), (842
y(t)= 17y (s)}. (8.43)

(=2 _ o {h(t)}. (8.43)
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